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Direct Summands of Direct Products of Abelian Groups 


By Evsert A. Waker in University Park (New Mexico) 


Baumsiae and BLackBuRN have investigated direct summands of direct products 
(direct product = unrestricted direct sum) of Abelian groups in [1]. One question left 
open is whether or not the direct product of cyclic groups of orders p, p2, p3, ... has a 
non-zero torsion free direct summand. We will show that it does have such asummand, 

and indeed a maximum one. This will be an easy corollary of our main Theorem, 
which settles a more general question. Furthermore, generalizations of BAUMSLAG 
and BLACKBURN’s Theorem 2 and Theorem 4 will be immediate consequences of the 
methods we use. 

Our methods are homological. More precisely, we will use some of HARRISON’s 
results in [3] which were proved homologically. For convenience, let us summarize the 
results of [3] that will be applied here. The word group will always mean Abelian 

group. The additive group of rationals and the additive group of integers will be de- 
noted @ and Z respectively. If G is a group, G; will denote the torsion subgroup of G. 
A reduced *) group G is cotorsion if Ext(H, G') = 0 for all torsion free groups H. A 
cotorsion group is adjusted if it has no non-zero torsion free direct summand. The 
following principal results we will note here and will use without further explicit’ 
reference to them. 


(A) Every cotorsion group G is uniquely the direct sum of a torsion free cotorsion 
group and an adjusted cotorsion group. Moreover, a cotorsion group G is adjusted if 
and only if G'/G; is divisible. 

(B) There is a one-to-one correspondence between all divisible torsion groups and 
all torsion free cotorsion groups. If D is a divisible torsion group, the correspondence 
is D + Hom(Q/Z, D). If Gis torsion free cotorsion, the inverse of this correspond- 
ence is G > (Q/Z) @ G. 

(C) There is a one-to-one correspondence between all reduced torsion groups and all 
adjusted cotorsion groups. If 7' is a reduced torsion group, the correspondence is 
7 —>» Ext(Q/Z, T). If G is an adjusted cotorsion group, then the inverse of this 
correspondence is G — G;. (Result (C) will not be used later and is noted here only 
as an analogy to result (B).) 

(D) A torsion group is cotorsion if and only if it is of bounded order. (HARRISON’s 
remark on page 371 of [3] is incorrect. See [2], page 187.) 


*) @ is reduced if it has no nontrivial divisible subgroup. 
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Now we are ready to state and prove our main Theorem, which is an almost im-_ 
mediate consequence of HARRISON’s results in [3]. However, the consequences of this _ 
theorem are worthy of note. 


Theorem. Let {G,\,cr be a set of groups, where each G., is cotorsion. Then [Tl G,=@4 


ael 
has a maximum torsion free direct summand H, and H = 0 if and only if G/G, is di- 
visible. Furthermore, any non-zero torsion free direct summand of G is uncountable. 


Proof. Let A be any torsion free group. Since each G, is cotorsion, 0 = Ext(A,G,) = 
= J] Ext(A, G,) = Ext(A, J] G,), so that @ is cotorsion. If G= H@ K, then — 

ael ael 
0 = Ext(A, @) = Ext(A, H@ K) ~ Ext(A, H)@ Ext(A, K), and it follows that 
any direct summand of G is also cotorsion. Let G = H@® K, where H is cotorsion 
torsion free and K is adjusted cotorsion. Suppose H’ is any torsion free direct sum- 
mand of G, and let G = H’@ K’. Write K' = L@ M, where L is torsion free and M 
is adjusted. Then G = (H’ @ L) @ M, and by uniqueness it follows that H = H’® L- 
Hence H is the maximum torsion free direct summand of G. Suppose H + 0. Pro- 
jecting G onto H is a homomorphism of G onto H whose kernel contains G;. Hence H — 
is a homomorphic image of G/G;. But H is nonzero reduced. Therefore G/G is not 
divisible. Conversely, suppose G/G; is not divisible. Then G is not adjusted, and hence 
H +0. Now let H’ be any non-zero torsion free direct summand of G. Since H’ is 
cotorsion, H’ ~ Hom(Q/Z, D), where D is some nonzero torsion divisible group. But 
Hom (Z(p%), Z(p*)) is the p-adic integers, which are uncountable. Hence H’ is un- 
countable. 

Now let us see what this Theorem says in some special cases. First, let G; be the 
cyclic group of order p‘ for some fixed prime p. Each G; is certainly cotorsion. Let 
G= U G;, and let g; be a generator of Gj. It is easy to see that the element (91, go, 

fe 
g3, ---) is not divisible by p modulo G;, so that G/@; is not divisible. By our Theorem, — 
G has a maximum torsion free direct summand H, H + 0, and any torsion free direct _ 
summand of Gis uncountable. 7 

More generally, let {@,},<7 be a set of groups such that each G,, is of bounded order. 
Let n, be the exponent of G,. We know that G will have a non-zero torsion free direct — 
summand if and only if G/G; is not divisible, but what does this mean in terms of the 
ns? The situation is this. The group G/G; is not divisible if and only if there exists 
a prime p and exponents Na, € {Ng}aer Such that pt divides nj,, i = 1, 2,3, .... The proof 
that the existence of such a prime p implies G/G; is not divisible is analogous to the 
one above that U G; is not divisible modulo its torsion subgroup. Suppose that no 

ins 
such prime exists. Let {g,} be an element of G, and let p be a prime. We wish to find an 
element {é,} € G and an element {h,} € @ such that {t,} + pt{h,} = {9}. Let o(2) 
denote the order of an element x. Let 0(g,) = p™«q,, where (p, q,) = 1. If M3 ==0; 
then (0(9,), p) = 1, and it is well known that g, is divisible by p in G,. In this case let 
a — 0 and let h, be any element in @, such that ph, = g,. If m, > 0, let a, and b, be 
integers such that g, = (a,p™«)g, + (byGx)9u. Now let t,= (b49x)J, and h, = 
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= (a,p™«1) g,. Our hypothesis implies immediately that {t,' € G;, and it is obvious 
that {t,} + p {ha} = {g.}. Hence {g,} is divisible modulo G; by any prime p, and thus 
by any integer. Therefore G/G; is divisible. 

In particular, we see that if {@,},-7 is a set of cotorsion groups such that each G, is 
of finite exponent n,, and such that (n,,g) = 1 if « + 6, then G has no non-zero 
torsion free direct summands. 

We have seen that a direct summand of a cotorsion group is cotorsion. Since a 
torsion group is cotorsion if and only if it is of bounded order, we get that a torsion 
direct summand of any direct product of cotorsion groups is of bounded order, and in 
particular, Theorem 2 of [1]. 
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Eine Verallgemeinerung des Subnormalteilerbegriffs 


Von HERMANN HEINEKEN aus Frankfurt/M. 


Einleitung. In der vorliegenden Arbeit werden wir uns mit einer Verallgemeinerung — 
des auf WrELanprT [1] zuriickgehenden Begriffs des Subnormalteilers beschaftigen. 
Ein Subnormalteiler im Sinne WIELANDTs ist bekanntlich eine Untergruppe, die 
Endglied einer endlichen Reihe von Untergruppen ist: 


s= Gn < Gn-a<* -< Ge < G1< GQ=G. 


Any eusnireuneeuntsaiinnte 


9M oe 


. 
‘g 


“« 


Hierbei ist G41 Normalteiler von G;. Man kann diesen Begriff verallgemeinern, indem 
man die Reihe durch einen aufsteigenden oder absteigenden Turm von ae 4 


ersetzt. Dabei scheint die Beschaftigung mit Endgliedern absteigender Tiirme mehr ~ 


Aussicht auf Erfolg zu haben. Der Satz von Wienanpr [1, p. 228, Satz 23], daB ein — 
perfekter Subnormalteiler mit jedem Subnormalteiler vertauschbar ist, laBt sich — 
namlich fiir Endglieder absteigender Tiirme verallgemeinern, wie wir zeigen werden. — 


Die von uns betrachtete Verallgemeinerung des Subnormalteilerbegriffs wollen wir 
Subnormalteiler im weiteren Sinne nennen. Wir legen diesen Begriff wie folgt fest: 


Definition. A ist ein Subnormalteiler im weiteren Sinne von G (in Zeichen: AG yy 
wenn es einen absteigenden Turm @ von Det MP ETS von G gibt mit folgenden Figens@ 
schaften: 

(I) Gund A sind in © enthalten. 

(II) Sind zwei verschiedene Untergruppen C und D in © enthalten, so gilt entweder — 
C<D oder D<C. 
(III) Sind C und D in © enthalten, und gilt C < D, so ist auch ein echter Normal 
teiler N von D in © enthalten mit C < N. 
(IV) Mit jeder Untergruppenmenge ist auch der Durchschnitt in O enthalten. 


‘ 
{ 
z 
1 
, 


a 


. 


Bei der Verallgemeinerung des Wieclandtschen Satzes kommen wir ohne Zusatz- — 


voraussetzungen nicht aus. Um sie bequem aussprechen zu kénnen, miissen einige 


Definitionen vorausgeschickt werden. Wir werden im folgenden zur Vereinfachung | 


Subnormalteiler im weiteren Sinne kurz als Subnormalteiler bezeichnen. 


Definition. G ist eine (V)-Gruppe, wenn aus A I< Gund N 1G folgt AN <<< G@. 
Folgt sogar aus A Idd G, Bdd4 G, Cd {A, B} und N <{A, B}, daB- 
ON <<< {A, B} ist, so heiBe G eine V*-Gruppe. 


Definition. G ist eine (D)-Gruppe, wenn folgendes gilt: 
Ist O ein Turm von Subnormalteilern und ist N ein Normalteiler von G, so ist 


(Q\5)¥ =e). 


Seo 
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Nicht alle Gruppen sind (V)-Gruppen, zum Beispiel ist das freie Produkt G zweier 
Gruppen {a}, {6} der Ordnung 2 keine (V)-Gruppe, denn {a} JG, {(ab)3} 4 G, 
aber {a, (ab)} ist kein Subnormalteiler von G. Jede (D)-Gruppe ist: eine (V)- Gruppe 
(siehe Abschnitt 3), aber nicht jede (V)-Gruppe ist eine (D)-Gruppe, wie man an der 
_ unendlichen zyklischen Gruppe sieht. 

Die angektindigte Verallgemeinerung des Wielandtschen Satzes kann jetzt gegeben 
werden: 


Satz C. Perfekte ( (D)-Subnormalteiler von bh Gruppen sind mit allen Subnormal- 
teilern vertauschbar. — 
Dieser Satz ist ein Spezialfall des folgenden Resultats. 


Satz B. Die Vertauschbarkeit der Subnormalteiler A und B der V*-Gruppe G mit 
perfektem {A, B}/B4 folgt aus jeder der folgenden drei Bedingungen: 
(a) {A, B} ist eine (D)-Gruppe. 
(b) A ist eine (D)-Gruppe. 
(c) Die Menge der Subnormalteiler Q mit QB4 = {A, B} enthalt minimale Elemente. 
Die Higenschaft (D) wird beim Beweis gebraucht, um das Zornsche Lemma an- 


wenden zu kénnen. So findet man einen Subnormalteiler 4 d<d< G, der beztiglich — 


der Higenschaft ABA = {A, B} minimal ist, man folgert also (c ) aus (a) und aus (b). 
Der Subnormalteiler 4 wird von B normalisiert, die Higenschaft (V) liefert dann 
AB= {A, B}. Die Tatsache, daB A von B normalisiert wird, ist im wesentlichen 
eine Folgerung aus 


Satz A. Ist G eine V*-Gruppe, gilt A Idd G und BAG, ist A perfekt und 
gibt es keinen echten Normalteiler N von A mit N(AQ B4) = A, so wird A von B 
normalisiert. 
Aus Satz A folgt, daB jeder perfekte einképfige Subnormalteiler mit jedem anderen 
_ Subnormalteiler vertauschbar ist, er ist also eine Verallgemeinerung eines Wielandt- 
schen Satzes; siche WIELANDT [1, p. 225, Satz 20]. Der beim Beweis von Satz A 
srundlegend benutzte Hilfssatz, der vielleicht eigenes Interesse hat, ist 


Lemma 2. Ist G = R © S und R perfekt, ist weiter U Jd G mit US = RS = G, 
sogit RSU. 


“Herrn Professor R. BAzER bin ich fiir seine verstandnisvolle Hilfe sehr zu Dank 
verpflichtet. 


Bezeichnungen. 
A < B=,,A ist echt in B enthalten”. 
N<dG=,,N ist Normalteiler von G*. 
A <<< G =,,A ist Subnormalteiler von G. 
A und B sind vertauschbar (AB = BA), wenn es zu jedem ae A und be B Ele- 
mente a’ <A und b’c€ B gibt, so daB gilt ab = b'a’. 
{A, B} ist das Erzeugnis von A und 8, die kleinste A und B enthaltende Unter- 


gruppe. 
A® ist das Erzeugnis aller g-1 Ag mit ge G. 
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A @ B ist das direkte Produkt von A und B. 

(a, 6] = a-1b-1.ab (Kommutator von a und 6). 

[X, Y] ist das Erzeugnis aller [x,y] mit xe X und ye Y. 

Die Gruppe G ist perfekt, wenn G = [G, G] = G’. 

Die Gruppe G ist einképfig, wenn das Erzeugnis aller echten Subnormalteiler von G 
eine echte — tibrigens charakteristische — Untergruppe von G ist. 


1. In diesem Abschnitt werden wir von den Eigenschaften (V) und (D) keinen 
Gebrauch machen. 

Im folgenden werden wir haufig eine handliche Eigenschaft des Subnormalteilers 
bendtigen, die bewiesen wird durch 


Lemma 1. Dann und nur dann ist A I< G, wenn in jeder Untergruppe U vonG 
mit A < U ein echter Normalteiler N von U existiert mt A SN. 


Beweis. Es gibt stets ,,Subnormalteilertiirme, deren simtliche Glieder A ent- 
halten, etwa der nur aus G bestehende. Die Menge dieser Tiirme sei 2. Sind 0; und @2 
zwei Tiirme aus %, so sagen wir @; < Oe, wenn jedes Glied aus @; auch in 02 
enthalten ist. Sei I ein aus Tiirmen aus % bestehender Turm und @ die Vereinigung — 
aller Tiirme aus T. Dann ist ® zwar nicht unbedingt ein Turm aus Y, aber die Durch- — 
schnitte von Untermengen von @ bilden einen Turm 2, der in % liegt, denn in Q 
gilt (IV), daher hat 2 auch ein SchluBglied (das ist naémlich der Durchschnitt aller 
S €Q), und (1) ist erfiillt. Um nachzuweisen, daB 2 zu Y gehdrt, bleiben noch (II) 
und (III) nachzuweisen. Wir weisen zuerst (II) nach: 1 

Seien B und C in Q. Wir schreiben ; 


tel jeJ 

mit B; und C; aus ®. Ist C nicht in B enthalten, so ist C schon fiir ein gewisses 
me€ TI nicht in By enthalten. Dann ist aber kein C; mit 7 ¢ J in By, enthalten. Da ® 
ein Turm ist, folgt Bm < C; fir alle je J und damit B < By < C, dh. (II) ist 
erfiillt. 

Nun weisen wir noch (III) nach: 

Seien B und Cin Q, B < C. Sei 

Bre () B; 
tel 

mit B; aus ®. Da B < C, gibt es ein k aus J, so daB By < C. Sei weiter Z ein Turm 
aus YU, der B; enthalt. Wir bilden den Durchschnitt D aller Subnormalteiler aus &, 
die C enthalten. Da By, < C, gilt auch By < D. Es gibt also einen echten Normal- 
teiler N von D in &, der B;, enthalt, denn fiir gilt nattirlich (III). Wiirde C < N 
gelten, so ware auch D < N nach Definition von D, im Widerspruch dazu, daB N 
echter Normalteiler von D ist. Daher gilt N < C, mit N haben wir also einen echten 
Normalteiler von C gefunden, der B; enthalt. Dann enthalt N aber auch B und (III) 
wird von Q erfiillt. 

Nachdem wir nun gezeigt haben, daB der Turm Q in % liegt, daB es also einen 
Turm aus % gibt, der die Vereinigung eines Turms aus Tiirmen aus 2 enthalt, k6nnen 
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wir das Maximumprinzip der Mengenlehre anwenden. Das ergibt die Existenz eines 
maximalen Turms 2 aus . Ist S der Durchschnitt aller Untergruppen aus %, so ist 
nattrlich A < S. Ware A +S, so gabe es nach Voraussetzung einen A enthaltenden 
echten Normalteiler V von 8. Die aus N und & bestehende Untergruppenmenge ware 
wieder ein Turm aus % und gréBer als Y im Widerspruch zur Maximalitét von S. 
_ Also A = S, folglich A d<<J G. Sei nun umgekehrt A <<<] G. Dann gibt es einen 
Turm @ von G nach A mit den Eigenschaften (I) bis (IV). Sei A < U. In O gibt 
es Glieder, die U enthalten, z. B. G. Nach (IV) ist der Durchschnitt aller dieser 
Glieder auch in @ enthalten, wir nennen ihn D. Das Turmglied D enthalt U, und 
A ist also eine echte Untergruppe von D. Nach (III) gibt es dann einen echten A 
enthaltenden Normalteiler N von Din @. Da D der Durchschnitt aller U enthaltenden 
Turmglieder aus @ ist und D keine Untergruppe von WN ist, enthalt N die Unter- 
- gruppe U nicht. Daher gilt U+UON. Wegen A<U und A<WN gilt dann 
~ASZUANAU, und ein echter A enthaltender Normalteiler von U ist gefunden. 

Man sieht nun leicht ein, daB die folgenden Satze auch hier gelten (WIELANDT 
[1, Satz 1—4]): 


(1.1) Aus 4 dd Gund BAA folgt BAG. 
(1.2) Aus A dd G@ und F < G folet AN FAA. 

- Daraus gewinnt man schnell 
(1.3) Aus Add Gund A<F < @ folgt Add F. 
(1.4) Aus Add G4 und BAG folgt AN BAAAIG. 


Beweis von Lemma 2. Man betrachte das Erzeugnis U R des Subnormalteilers U 
und des perfekten direkten Faktors R. Ist R nicht in U enthalten, so ist U << UR 
und es existiert ein echter U enthaltender Normalteiler NV von UR. Mit we U ent- 
halt N auch alle r-lur mit re R, daher auch alle Kommutatoren [r, uw]. Also gilt 
Drea Lia. 

Da U eine Untergruppe von G = Rk @ S ist, liBt sich jedes Element ue U als 
kommutatives Produkt sr’ mit s eS und 7’ € Rk schreiben. Dann wird 


[r,u] = [rer] = [nr] or = [71 


Wegen RS = US gibt es jedoch zu jedem r’ € R ein seS, so daB r'se U und 
es wird [r, r’] = [r, r’s] = [r, u]. Also sind die Kommutatormengen [r, 7’] mit r und 
r’ ER und [r, u] mit re R und we U einander gleich, woraus auch die Gleichheit der 
durch sie erzeugten Untergruppen 

. R’=[R, Rk] =[#, V] 
folgt. Aus der Perfektheit von A folgt dann 
. ee duies [ibe ta 
Folglich wird 
OR UR. N= ORS 


ein Widerspruch, daher gilt R < U wie behauptet. 


und sind U <<< Gund V <<<) G mit UN = VN = G, 20 gilt 


A Teh bite ek x \N) aaies A nny ee Os ea oe te 4 ‘ere. Cia x EVGDS* Sa Ae Aah neta ate 
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Lemma 3. Ist N ein Normalteiler von G und G/N perfekt ane sind U und V Unter- ¢ 
gruppen von G mit UN = VN = G, so gilt: aS, j 
s 


(UVAV)N=G. 


ngs Sei (UY AV") N =W. Da UY AV" Normalteiler von w, = ist und 9 

= {U, V} N, so ist W Normalteiler von G. Sei we U und veV. Da wt und ¢ 
mae in U” liegen, und auBerdem u-1v-1u und v in V7 liegen, liegt [w, v] sowohl 3 
in UY als auch in V2, also in UV AVY. Daher gilt 


[U, VJ] SUV AV®, 
= [G, G]=[UN, VN] S$[U, V]N S(U"’AV®)N=W. 
Aus der Perfektheit von G/N folgt | 7 

| G=N@SNW=W. 
Also ist G = W = (UV AV) N. 


, 


ee ee 


- 2. In diesem Abschnitt werden wir uns auf die Betrachtung von ve. Gruppen be- 
schranken. Wir kénnen Lemma 3 verscharfen: 


— 


Lemma 4. Ist N Normalteiler der V*-Gruppe G mit perfekter Faktorgruppe G/N 


(UAV®)N =(VAU)N=G. 


Beweis. Mit U" und V2 ist auch D= U’ AV" ein Normalteiler von ALS V}. 
Nach Lemma 3 gilt \ 
(1) DN=@. 


Durch Anwendung des Dedekindschen Modulsatzes auf D <= UD < DN = G erhalt _ 
man 


(2) ~ UD=D(NNUD), 
entsprechend fiir U < UD <UN = @: 3 eae , 


SP Re ee 


(3) UD = U(NQUD). 


Wir untersuchen nun Rk = (U NN) D, sowie S = UD A (DOU) N und U. Wegen 
DOU S UD kénnen wir den Dedekindschen Modulsatz anwenden und erhalten 


a 


(4) - S=UDA(DAU)N=(DNU)(NOUD). 


Da D Normalteiler von {U, V} ist, ist D © U Normalteiler von U und (DO U)N 
ein Normalteiler von G = UN. Wegen UY V9 = UV" ={U, V} gilt 


UY = U(UY AV") = UD. 
Daher ist UD Normalteiler von {U,V} und es gilt 
(5) S= UDA(DNU)N A{U, V}. 
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_ Weiter ist (UAN)D/D ein Normalteiler des direkten Faktors UD/D von {U,V}/D, 
daher gilt 


(6) kR=(UNN)D<A{U,V}. 

Wir betrachten nun RS und US und erhalten 

(7) RS = (UAN)D(DQU)(NOUD) = D(NQUD) = UD 
_ wegen (2), 

(8) . US = U(DQU)(NAUD) = U(NQUD) = UD 
wegen (3), also 

(9) US =UD= RS. 


Da Geine V*-Gruppe ist, ist {U, V} eine (V)-Gruppe, es ist also U (RAS) I< {U, V} 
und erst recht 
(10) U(ROS) Add UD. 


Mit G/N ist auch G/(DO U) N perfekt, wegen G = DN erhalt man 
G)(DAU)N = UD(DAU)N|(DAU)N = UD|((UDA(DNU)N) = 
= UDIS = RSS = RRS. 

Aus dieser Isomorphie folgt insbesondere 

(11) . R/ROS ist perfekt. 

Wir stehen also vor folgender Situation : 
RS/RAOS = (R/ ROS) @ (S/ROS) wegen (5) und (6), 
R/ROS ist perfekt nach (11), 
U(RAS)/RAS dd RS/ROS wegen (9) und (10), und 
U(RAS)S/ROAS = RS/ROS nach (9). 


Wir konnen also auf R/ RAS, 8/RAS und U(RAS)/RAS unser Lemma 2 anwenden 
und erhalten R/ROS < U(ROS)/ROS und daher 


(12) ; R=SU(RAS). 
Wegen Modularitat ergibt sich R = (UM R) (ROS) und daher 
R=(UNR)(ROS) = (UN(NONU)D) (ROS) = (UAN) (DAU) (RAS), 
(UAN)(DOU)(ROS) S(UDON) (DOU) (RAS) =S(ROS)=S, 


daher gilt 

(13) Vigheih 
Wegen (9) gilt dann aber 

(14) B= RS UD; 
daher 


G@ = UDN =SN =(DNU)(NNUD)N =(DNU)N=(UNV)N. 
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Das ergibt 
(15) G=(UNV®)N. 


Aus Symmetriegriinden gilt auch @ = (VO U")N. 
Lemma 4 erméglicht uns den 


Beweis von Satz A. Wir fiihren den Beweis indirekt, indem wir annehmen, 


A wiirde nicht von B normalisiert. Dann gibt es ein A +6-1Ab = W erfiillendes — 


Element } €¢ B und mit A ist auch W ein Subnormalteiler von G und erst recht von 


{A, B}. Aus der Wahl von W folgt {W, B} = {A, B} und B4 = BY. Man erhilt . 


also, wenn man B4 = K setzt, 
(1) : WK = AK = {A, BY. 


Wir diirfen Lemma 4 anwenden und erhalten WK = AK = (A A W4)K und daher 
durch Anwendung des Dedekindschen Modulsatzes auf AW W4 < A < (AN W4)K: 


(2) A=(AN W4)(ANK). 


Nach Voraussetzung gibt es jedoch keinen echten Normalteiler von A, der mit A N K 
ganz A aufspannt. Wir erhalten daher A = A \ W4 mit der Folgerung 


(3) W4—= (AN W*) W4 = AW4 — fA, W}. 
Nun ist W4 der kleinste den Subnormalteiler W enthaltende Normalteiler von {A, W}, 


dieser ist nach Lemma 1 nur dann kein echter Normalteiler von {A, W}, wenn 
W = {A, W}ist, oder mit anderen Worten 
(4) ; AswW. 


Wir hatten oben die Gleichheit von A und W ausgeschlossen, also ist W echt 
groBer als A. Es ist W = 6-146 und man erhalt aus A < 6-146 durch Konjugation 


(5) . bADI< A, 
wobei auBerdem gilt 

(6) bAb-1 B4 = ABA 
mit der Folgerung 

(7) A = bAb-1(AN BA). 


Ks gibt also einen echten Subnormalteiler von A, der mit AQ B4 ganz A erzeugt, nach 3 


Lemma | gibt es dann einen solchen Normalteiler von A im Widerspruch zur Voraus-— 


setzung. Die Annahme eines 6 € B mit b-1.Ab + A fiihrte uns zu einem Widerspruch, 
daher wird A von B normalisiert. 


3. Wir ziehen nun auch die Eigenschaft (D) heran und zeigen zunachst, da die 
Kigenschaft (D) eine Verschirfung der Eigenschaft (V) ist: 


Lemma 5. (D)-Gruppen sind (V)-Gruppen. 
Beweis. Sei die Gruppe G eine (D)-Gruppe, U d<< Gund N < G, Es existiert 


ein Turm O von G nach U.Sei ON die Menge aller Untergruppen XN mit X € O. Wir 
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untersuchen nun, ob die vier Forderungen eines G mit UN verbindenden Turms von 
ON erfiillt werden: 


(I) Gund UN liegen in ON (nach Konstruktion). 


(IL) Sind zwei verschiedene Untergruppen C und D in ON enthalten, so gilt ent- 
weder C < DoderD<(C. 
(Das folgt aus der gleichen Eigenschaft von @.) 


(III) Sind D und C < D in ON enthalten, so existiert ein echter Normalteiler W von 
DmitCsw<D. 
(Nach Konstruktion von ON existieren Glieder Bin O mit BN = D. Sei B der 
Durchschnitt aller dieser Glieder B aus 0. DaG eine (D)-Gruppe ist, gilt auch BN = D. 
‘Sei A ein Glied aus O mit AN = C, dann ist A < B wegen AN = 0 < D= BN, und 
es gibt nach (III) angewandt auf O einen Normalteiler K von B mit A < K < Bund 
KN ist ein Normalteiler der gesuchten Art: C = AN < KN < BN =D, denn aus 
KN = Dwiirde K < B < K folgen.) 


(IV) Mit jeder Untergruppenmenge in ON liegt auch ihr Durchschnitt in ON. 
(Seien A; aus ON und B; Glieder aus 0, und zwar so, daB A; = B;,N fir gleichen 
Index 7. Sei J eine Indexteilmenge. Dann ist — unter Benutzung der Eigenschaft (D) 


von G — 
()\Ai =(\(B:N) = (() Bi) N = DN. 


tel tel wel 
Da 
ie (Sy Bs 
wel 
in @ liegt, liegt auch | 
yA; 
el 


in ON, (IV) wird erfiillt.) 
ON ist ein Turm mit den gewiinschten Higenschaften, also folet UN <<<] G aus 


N<dGund U ddd G. 


Zusatz. Hin Beispiel einer (V)-Gruppe, die keine (D)-Gruppe ist, ist in der Hin- 
leitung angegeben worden. 
Nach diesen Vorbetrachtungen kommen wir zu dem 


-Beweis von Satz B. Wir zeigen zunachst, da8 (c) aus (a) folgt, sodann folgern 
wir aus (b) wiederum (c), um dann aus (c) die Vertauschbarkeit herzuleiten. 

1. Aus (a) folgt (c). 

Es ist 4 B4 = {A, B}, es gibt also Subnormalteiler, die mit B4 ganz {A, B} er- 
zeugen. Diese Subnormalteiler bilden eine halbgeordnete Menge, und da {A, B} eine 
(D)-Gruppe ist, ist mit jeder absteigend geordneten Untermenge auch der Durch- 
schnitt aller Elemente dieser Untermenge in der Menge enthalten. Wir konnen das 
Zornsche Lemma anwenden und erhalten so, daB es einen minimalen Subnormal- 
teiler 4 mit AB4 = {A, B} gibt. Die Menge der die Gleichung QB4 = {A, B} er- 
fiillenden Subnormalteiler Q hat also mindestens ein minimales Element, denn A ist 
ein solches. Wir haben aus (a) die Bedingung (c) gefolgert. 
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2. Aus (b) folgt (c). ; 

Es ist A(B40 A) = A, es gibt also Subnormalteiler von A und daher von G, die 4 
mit B4NA ganz A erzeugen. Diese Subnormalteiler bilden eine halbgeordnete 
Menge, die wegen der Eigenschaft (D) von A alle Durchschnitte ihrer geordneten 

- Untermengen enthalt. Wir konnen das Zornsche Lemma anwenden und erhalten so, 
_da8 es einen minimalen Subnormalteiler 4 gibt mit A (B4.A) = A und daher A B4 = 
= {A, B}, es gibt also unter den Subnormalteilern Q mit QB4 = {A, B} mindestens 
einen minimalen, namlich A. Damit-ist (c) aus (b) neeh verse n . 5 
_ 3. Aus (c) folgt Vertauschbarkeit. : 

Nach (c) gibt es ein minimales Add G mit AB4— {A, B}. Sei A +A ein 
weiterer minimaler Subnormalteiler mit der Eigenschaft A’ B4 — {A, B}. Wegen der 
Minimalitat gilt weder A < A’ noch A’ < A. Daher ist 44’- A’ echt kleiner als A’. 
Da {A, B}/B4 perfekt ist, gilt nach Lemma 4 jedoch (44'n A’) BA = fA, Bhim 
Widerspruch zur Minimalitaét von A’. Daher existiert nur ein einziger minimaler Sub- 
normalteiler dieser Art und dieser ist mit B4 ein Normalteiler von {A, B}. Da Geine — 
V*-Gruppe ist, gilt AB d<d< {A, B}, da jedoch (A B)4, B} — ABA, ergibt sich — 


AB= i B}, daher gilt AB = AB = BA = BA, A ist mit B vertauschbar. + 
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Some Properties of the Extended Ramanujan Sums 


By P. J. McCarruy in Tallahassee (Fla.) 


_In [2], [3], and [4], Couen has defined and studied the extension of RAMANUJAN’s 
- sum ¢(n, r) = c,(n) given by 


(1) cy (n, 7) = > amt, gy = e2milr* 

(t,7*)K=1 
here (a, b)x is the largest integral kth power dividing both a and b and the notation 
indicates summation over all integers t which satisfy 1 <¢ < r¥ and (t, r*), = 1. If 
we set pz(r) = cx (0, 7), the function 


px(r) “(m) re 
Dx(n1) = y= ae) 
is a natural extension of the von STERNECK function O(n, r) = D1 (n, 7). It has long 
been known that ¢(n, 7) = ®(n, r) and the more general result that cz (n, r) = Oz (n,r) 
was obtained by ConEN in [4]. A second proof of this was given by the author in [7]. 
In this paper we shall obtain some miscellaneous properties of the sum cx (n, 7). 
Nicot and VANDIVER [9] have obtained several properties of c(n, 7) and some of 
_these have been extended to cz (n, r) by CoHEN (see [3] and [4]). Here we shall extend 
the rest of the Nicot and VANDIVER results. We shall also extend to cz(n, 7) some 
3 properties of ¢(n, 7) which were discovered by VENKATARAMAN in [11], [12], and [13]. 
To obtain some of his results, VENKATARAMAN made use of the general theory of 
multiplicative arithmetic functions as developed by VAIDYANATHASWAMy in [10]: we 
shall use only the definition of cz(n, 7) and its connection with the von STERNECK 
function. 
To begin with, let d be a divisor of r and set 


» 
ue 844 op (dk a,r). 


Then, using (1), 
Soe (r/d)*-1 
gta SS gaat — Adk(t-s) 


a=0 (t,7*)~=1 (tr*)p=1- a=0 
Now the inner sum is zero unless t = s(mod (r/d)*), in which case it is (r/d)*. Hence, 
S is equal to (r/d)* times the number of t which satisfy (¢, r*), = landt = s(mod(r/d)*) 
There are no sucht unless (s, (r/d)*), = 1, in which case it follows from a result of 
Couen [5, Lemma 3] that there are precisely px (7)/yx(r/d) such t. Thus we have the 
following result which extends [9, Theorem IT]: 


¢ ts ake eg) te NGO, a ib oe ee ee og 
‘ 
+ ' % * 
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If d|r then 
er Raa (r/d)* pe(r)lpx(r/d) tf (8, (r/4)*)x = 1, ; 
Dy ot cent : 
eo 0 otherwise. 


Now we wish to evaluate the sum 


rk 
fi Sack (a, f)*. 


a=1 
Using (1) we have 
ae Uy ae tis 
f ED 7) aut yaaa = rk (= +1)=9 i paz + rk px(r).. 
p bs’ mo fre spt a — 1 tment 


To evaluate the last sum we introduce the class of polynomials 


Fy ¢ (x) — 1h; (x— at), o= eznilrk rf 
; (t,r*)x=1 
Making use of a result of CoHEN [5, Lemma 4] we have 


rk 


a*—1=[] («—wy= [Pf ff «@—aMlO*)= Jf Fax(z). 
t==1: ad|r (u,d*)p=1 d|r 

The polynomial F’,,; (x) has integer coefficients and is of degree gx (r). In fact, by a 
remark of CoHEN [4, proof of Lemma 2], 

Frx(e)= [[ [J @—o4) = J] Frat), 

dl rk (y,rk[dy=1 a| rk 
(d,rk)~=1 (d,r*)x—=1 
where Fp (x) is the mth cyclotomic polynomial. 
Now, on the one hand, if r > 1, 


Fr, x(1). 1 
Fy, x~(1) Rese of 1? 
and on the other hand, 
Fy, «(1) Prya(l) 1 ae l 
Fy, % (1) dtr Frkja (1) 2 itn 9(4 ri pr (r) 
(d,r*)~—=1 (d,rk)p=1 


The last equality results from setting n = 0 in [4, Lemma 2}. Thus, [9, Theorem IIT] 
has the following extension: 
If r > 1 then 


rk 
: 1 
Diack (a,r) = > rk pel(r). 
a=1 


We can also extend Theorem I of [9], a result which had been obtained earlier by 
Nicot [8]. We consider the sum 


R= aS > cx (n, d). 


a=1 dla 
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Since [3, Corollary 2.2] 


| ~ cr(n, d) = 


d\a 


ak if ak\n, 
0 ifatrn, 


we have Rk = ox(n, r) = the sum of those integers a* such that a* |nandl Sar, 


But we also have 
Tr 
ii = Be exe (n, a) 
1 


Hence, if n > 0 we have 
r 
>. E Jeu (n, a) = ox(n, 7): 
al 


If we set n = r* , we obtain 


r 


~ Flexo Sa Pe Se Okc Aen ie pe 


a=1 


a classical identity [6, p. 150]: note that qx(r) coincides with Jorpan’s function 
r) [5]. . 

In order to extend the last theorem of [9] we need the following generalization of the 
ScCHEMMEL function [6, p. 147]. Let mz (7, m) be the number of ordered pairs of positive 
integers (%, y) with] <« <r*suchthatw + y = rk + mand (a, r*)_ = (y, r*)p = 1. 
Following the proof of ADLER [1] for the case of k = 1 we can show that gx(r, m) isa 
multiplicative function of r and 


pe (rm) = rk TT (1— Sen), 


p\r 


where &%,m(p) = 1 if p*|m and ex,m(p) = 2 if p* + m. In particular, if p* + m, 
pe(pt, m) = pie (1—S). 

Now, since cz (n, r) = Dz (n, r) we have 

(2) >, cx(d 


and so the sum on the left is a multiplicative function of r. Furthermore, when r = p@ 
we see from (2) that 


> 


2 
Di cela, ot) = pio (1 — Fe). 


Thus, if r > 1 we have 
> ce (d*, r) = gx(r, 1). 


d|r 


The following properties of cz (n, 7) are due to VENKATARAMAN in the case k = 1. 


(3) Dex (d#, 5) = 


rel? whenever r is a square, 
d|r 


0 otherwise. 


6) | BR | (Pet if lm, 


eln Os ‘aera 
; so (aha) Bela 

(6) | Pa | Meee (z)oxla oq 
If d®\(n, x*) then - aa } 
n px (r) fs 2 
(7) CK (N, r) = ce(Ge- 4 : : ae 
m(7) ae 
7 | 
‘ ; Ww YG. = 
‘ ; of Ck (+4) ; eas ie . 
(Bye hae cn(n, 7) te(n, 7) = ge(r) 2, ———4. 4 
r a ; dk | (n,r*) Pk (=) a 
(Va CO ak | 
r Ck \ FE 3 C3 
(9) eas 9 2a a) = (0 wit rk) ela i) aa 
oa 
(10) cy (d*, d) = (n, r*)y. : 1 

: ’ dk ((n,r*) , 
If rk|n then . : 
rk . si 
(Vy pers >) ce(na,r) = rk pe(r). , 
a=1 : 
(12) | >» ce (nt, r) = pe (r) ce (n, 1) - a ie 
(t, 7), =1 ; 
n\k 1 if n =1or every prime factor of nis repeated, 7 
es dn ed (3) . a) 0 otherwise. ‘ 


(d,n/d)=1 


—<_— 


In these relations, t (7) is the number of divisors of r, t,(n, 7) is the number of kth 
power divisors of (n, r*),, and oj,(7) is the sum of the kth powers of the divisors of r. 
‘The properties numbered (3), (4), and (6) are proved in a similar manner which we 
now describe. The sum cz (n, 7) is multiplicative in r, and so to evaluate it we need only — 
evaluate cz, (n, p*) where p is a prime and a => 1. But, as ConEN showed in [2], 
‘ ; 


pka — pk(a-l) if pha | Ns t 
(14) ck(n, pt) = —pka-l) if pk(a-1) |n but pkarn, . 4 
0 otherwise. 


CoHEN also obtained the expression 


(15) ce(n,r) = > ap GE 


dk |\(n, r*) F I 


Now, if (1, n2) = (m1, rk = (ne, rt)e = (71, 2) = 1, then (ni, rk), and (ng, rb), are 
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relatively prime and 
(ni n2, rE rs)e = (nr, r*)x (ne, 7h)y. 
Hence, from (15), ; 

Ck (ny Ne, 7, r2) = Ck (141, 11) Ck (ne, 72) ; 


- Thus cx (n, r) is completely determined as a function of n and r by its values when n_ 
_ and r are powers of the same prime. The same is therefore true of the left-hand sides of 
(3), (4), and (6), and also of their right-hand sides. 
We shall now prove (4) in detail. Let 


a min (a,b) 
s1> d, ce (we, p), 1S = 2 [e(p?4) x (pal) prt, 
we ol 
From (14) we have 
pkb — pkb-l) if b <i, 
ce (p* , p®) = —pko-l) ifb=i+l, 
0 ifb>i4+1, 


_ There are now three cases to consider. If a < b —1, then always b > i + 1 and so 
S; = 0. If a = 6 —1, then only one term in S; makes a contribution and S; = 
= —pko-1), If a => b, then there is one term in Sj with b = i + 1, and one term with 
6 S 7 for each divisor of p% which is not a divisor of p®. Hence, 


Sy = —pkO-D +L (pho — pk-D) 7(pa-) 


But, in each of these three cases Sg clearly has the same value. Hence, (4) is proved. 
(5) is a corollary to (4), for 
d 


DY Yeeetdy= YY u(S)r(*er= 


d|r e|n d|r e|(n,a) 


a) tCalet = & o(E)e 5 w(t) 

= Sheila OF = T= € LAS1s 

e ey al! (F) e eae S Py g 

and the inner sum is non-zero only when r = e, in which case it is one. But r = e 
only when r|n, so (5) follows. 

(7), (10), (12), and (13) are proved by using the fact that cz(n, 7) = O(n, r). For 


example, 
pr(d) “(ma) 


cx (d*,d) = wena) 


dk | (n,r*) ak | (n, rk) 
where for each d, m& = d*/(d*, d*), = 1. Hence the sum is equal to 


n(d) = Ripa pr(d) = (n,7*)k, 


dé | (n,r*) d| (n,r*)x 


? 


by [5, Theorem 1]. (8) and (9) are corollaries to (7). (11) can be proved using the de- 
finition (1) of cx (n, 7). 

We give one final relation, which is also due to VENKATARAMAN in the case hol: 
(16) cr (n¥, r) cy (r#, n) = pe ((n, 7)) ex ((n, 7)*, [2,7)). 
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¢ ‘ 
he et 
7 


To prove this we use the following lemma [13, p. 69]: if F(n, r) is a multiplicative — 


function of n andr and F(n, r) = F(r, n), then F(n, r) = F([n, r], (n, r)). If we apply 


this lemma to the function cz (n*, r)cx(r*, n) we find that this product is equal to — 


cx ([n, r]*, (n, 7)) > cx ((n,7)*, [m, 7]) - 
However, because cz (n, r) = Dx (n, 7) we have cx ([n, r]*, (n, r)) = px ((n, 7)), and (16) 
follows. 
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Kine asymptotische Partitionenformel fiir Zerfallungen 
in Klemente gewisser Multiplamengen 


Von LorHar WETZKER in Berlin 


Ist1) & = {ay, az, ...} (a,, m natiirliche Zahlen), so sei p(n, X), n >0, die Anzahl 
aller Zerfallungen von n in lauter positive Summanden von % ohne Beriicksichtigung 
der Anordnung. 

Fiir log p(n, Sm), wobei G» die Gesamtheit aller zu m teilerfremden Zahlen x > 0 

_ bedeutet, haben Knopp und I.Scuur 1926 auf elementarem Wege einen asym- 
_ ptotischen Ausdruck gefunden 2): 
log p(n, Gm) ~ 1 \2 ely, 
(n —> co; p(m) Eulersche Funktion). [hr Ergebnis wird jetzt verbessert, indem nicht 
nur ein asymptotischer Ausdruck fiir p(n, Gm), sondern eine asymptotische Par- 
titionenformel fiir allgemeinere Mengen aufgestellt wird: 

Sei T = {t, te, ..., ty}, die t,, paarweise teilerfremd, 1 ¢ T; I(T) die Gesamtheit 
aller natiirlichen Zahlen, die durch kein Element von TZ teilbar sind, d. h. Nt sei T-frei 3). 
Dann gilt: 

1 2 _.\ud oe VivDn 
(1 po, R()) ~ = -(F¥(D) aa mm, 


wobei 


w ti, wenn T = {t;}, 


1 
vi) sei (1 =) eae 1, wenn & mindestens zweielementig. 


x 


Hieraus erhalt man sofort: 


al? 2 y 
De aot 2 m(m)\14 aVi% 
p(n, Gm) ~ 7 2e / im. (3 2 Bertie 


(n —> co; v(m) Eulersche und A(m) Mangoldtsche Funktion) +); denn ist 
ki 
HLA [lv (Px Primzahl, Og te 1), v= {P1, P2; ++. » Pk} ’ 
x=1 


1) Siehe OstmaNnN [1], S. 32. 
2) Siehe OstMANN [1], S. 65. 
3) Vergleiche die allgemeine Definition bei Ostmann [2], 8. 13. 
log p fiir m = p* ,k > 0, p Primzahl, 
4) A(m) = 
0 sonst (m = 1). 
if 


_ gta a Ue hey oa 5, Ae fom > Oo Otte a ey eer oe ee, ee SPT Py te Are sees ASA ce 
, : : eee ‘ ' 1 ¥ iS shee _ x NS eg ee ark “ 
: ¢ , ‘ ] o 4's © ' ¢ ; A i w= Jt 


1 


An 
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so gilt offenbar ‘ xe t 
Gm = MZ), ye =—L2 und nae. i 
Der Beweis von (1) ist ohne Schwierigkeiten méglich mit Hilfe eines Partitionen- ; 
satzes von INGHAM [3]. Fiir unser Problem geniigt folgende spezielle Form °) : ¥ 
Sei ' : 
Pp _ P(e +h) — P(z) ‘ 
n(t) =——_,—__ » : 
wobei P(x) die Anzahl der Lésungen von ; 7 
my Ay + node +01 + MrAp << @ 4q 
in ganzen Zahlen n; = 0 ist und die A; einer vorgegebenen Menge nicht notwendig : 
ganzer Zahlen angehéren, so dab 0 < 41 < Ap < °°. : 
Ist M (x), d. h. die Anzahl aller 4; < x, durch : ; 
4 
(2) f M (x) = Bu + R(x) 
gegeben, mit B > 0 und ‘ 7 
‘iti x ; . 
- : [AP au = atogx +b +010) (% —> 00), } 
fad * 0 
und gehért h zur Menge der Aj, so gilt fiir x — oo 7 
17-01 7 
! b ~a(9-3) ays Pe : 
(3) Py, (x) ~ 3 (58) a Coe Ve Be 
- 
Im vorliegenden Falle besteht die Menge {/;} aus den Elementen der Menge 3 (Z). ' 
Fiir die Anzahlfunktion M (x) von IN(Z) gilt (s. OstMaNnn [2], S. 14 (3), (5); Sieb des — 
Eratosthenes) - 
x x x 
Mey=(—[F|—lel + [ag|— + 1 
ae 
und wenn man hierin die eckigen Klammern fortlaBt, 
e 2 x Dhan A ' 
Danach haben M (x) und y(Z) die Form . 
2k Qk } 
x 1 
M(x) = >) 2,|=], v(Z) =) 6, 
yoo] t=] 
4 wobei ¢, = + 1, ¢; = c; = 1 und die ibrigen c, gewisse Produkte der t,, sind. Es ist 
Si! (siehe (2) ) 
i 5) Mit geringer Abanderung wird das Zitat von Aang und HasEeLe@rove [4], die den Parti- 
E tionensatz verallgemeinert haben, fiir den Spezialfall 6 = 1 iibernommen. 
ze Inauam beweist seinen Satz mit einem von ihm aufgestellten Taubersatz. 
ae 
Ad 
Ve ‘ 
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M (x) = p(E)a + 3 es =| —=) mit B= y(%); 
v=1 


Ey es ‘ 2k x [=| ns er we iales 
(4) [APs de [Pea De [Mota 
0 v=1 0 v= 0 


Nach leichter Rechnung erhalt man mit der Stirlingschen Formel 


x 
[Pau = + [x] log e—log [x]! = 
: = — 5 loge — 4 log 2 + o(1) (% —> 00). 
Somit wird nach (4) 
EF RW) ss ig hah 9 a ie ee 
[Apr aw = Die(— glee d— 7 lee 2+ 0(1)) = phos [Jor + 001) (x > 00), 


0 vai: 


da 
2k k 
Se =[7Ta—)=0 
v1 = 
Fallunterscheidung: 


1. Z = {t}, d.h. © einelementig. 
Wegen p(X) = 1 —z (also cg = hi, €2 = —1) 


ist dann 
x 


R ‘ 
[2 du = log tj? + o(1). 


0 


2. TY mindestens zweielementig. 
Ks ist 


wie man schnell einsieht : 
Sind die c, so numeriert, daB 
Qk-1 k-1 


I I 
d= LE0—2) 
; y=1 e— 
ist, so folgt wie oben 
Qk-1 


ye, = 0 (da k= 2) 
v= 
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und 
k- Qk-1 
1 1 be 1 ( L ) ae 
I1o—2)-[f0—)--4)-(2-4)6-4 

2 Qk-1 Qk-1 Qk 
$ 1 1 1 
= ett Devoe = Des 
5 v1 v=1 y=1 
i wobei fiir »y = 21 + uw (w= 1, 2,..., 2+) etwa e, = —e, und c, = ¢,t gesetzt 
oy sei. 
. Daher wird 
> ok ok-1 2k-1 
; Tera[] TE t= 8 =1 
- v1 = = 


Offensichtlich sind mit h = 1 € It(X) die Voraussetzungen des INcHAMschen Par- — 
titionensatzes erfiillt, Fiir dessen Konstanten a und 6 ergibt sich: 


log ¢/? im 1. Fall, 
0 im 2. Fall. 
2M Wegen Pi(n) = p(n, (TZ) ) erhalt man dann nach (3) die Formel (1). 
Zum SchluB sei bemerkt, da® (1) verallgemeinert werden kann fiir den Fall einer 
Menge &, deren Elemente nicht paarweise teilerfremd zu sein brauchen. Die c, im 


Beweis zu (1) sind dann die kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen gewisser Elemente 
aus %6), Daher 1a8t sich y(Z) nicht mehr als Produkt schreiben, und im 2. Teil der 
ok 


a= 0Ound b= 


Fallunterscheidung ist im allgemeinen Tle von | verschieden. 
val 
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Behavior of Meromorphic Functions on Boundary Paths, 
with Applications to Normal Functions*) 


By F. Bacemrut in South Bend and W. Sxzrpet in Notre Dame 


Denote by C the unit circle and by D the open unit disk in the.complex plane. (In 
some of our proofs, for the sake of clarity we make use of two complex planes, a z-plane 
and a z’-plane. In such a case it is to be understood that C and D refer to the z-plane 
and that C’and D’ are the corresponding entities in the z’-plane.) By a boundary path 
we mean a simple continuous curve, z = z(t) (0 St <1), in D such that |z(#)| > 1 
as ¢ > 1; in particular, a spiral is a boundary path for which arg z(t) > + 00 or 
arg z(t) > — coast > 1. The initial point of a boundary path A is the point z(0); the 
end E of A is the set of limit points of A on C. Thus Z is either a single point or a 
closed subare of C which may coincide with C. We say that the end of a boundary 
path A is strongly C, provided that the end of A is C and, for every ¢ € C, there exists 
a sequence of points on A approaching ¢ rectilinearly. (If Do is the open disk in D that 
has diameter 1 and is tangent to C at the point 1, then clearly there exists a boundary 
path A that does not intersect Do and whose end is C; the end of A, however, is not 
strongly C.) 

If z1 and zg are points in D, the number 

|Z122 — 1| 4. |z2 — 21| 
@ (41, 22) Pa 2 02 |Z122 = 1| = | 22 7 z1| 


is the non-Euclidean (hyperbolic) distance between them (see [4, p. 328]). If Gis a 
simply connected region with at least two boundary points, and z*, z3 are points in G, 
then 9 (zj, 23) is defined as 0 (9 (27), g(22)), where z = g(z*) maps G@ in a one-to-one 
conformal manner onto D. Given boundary paths A; and Ae, and a topological cor- 
respondence 7’ between them, the least upper bound of the non-Euclidean distances 
_ between pairs of corresponding points is a non-negative real number (possibly + ©9); 

the greatest lower bound of the set of these numbers obtained for all such correspon- 
dences 7’ is the non-Euclidean Fréchet distance between A; and Ag, and will be de- 
noted by (41, Ag). 

Suppose that the function f(z) is meromorphic in D and that A is a boundary path. 
We say that f(z) tends to c along A, if 


lim f(z) =c for z>l,zeA. 


(It will be understood, in this connection, that the limit c may be co.) 


*) Research supported by National Science Foundation Grant NSF G-9663. 
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4 A Fatou point of a meromorphic function f(z) in D is a point ¢ € C such that, for 4 
x“ - some complex number c (possibly 00), as 2 —> ¢ in any Stolz angle at ¢, f(z) >¢;¢ is — 
i then called a Fatou value of f(z). ; 
oe Denote by w = S(z) an arbitrary one-to-one conformal mapping of D onto itself. — 
bers A function f(z), meromorphic in D, is said to be normal in D [12, p. 53], if the family of 
" functions {f(S(z))} is normal in D in the sense of MonTEL, where convergence is de- — 
is fined in terms of the spherical metric. 

. We shall say that a holomorphic function f(z) in D has property M (resp. Ms), if — 
3 there exists a boundary path (resp. spiral) A along which f(z) — 9, and a sequence ~ 
. ; of open disks {Dn} in D, where Dy has non-Euclidean center ¢, € A and non-Euclidean 
Ls radius 1/n, such that in Dn(n = 1, 2, 3, ...) the function f(z) assumes every value w 
4 in the disk |w| < with the exception of a set of values whose diameter is less than 
: 


pai uy 


2/n. 

If f(z) has property IM or Ms, then clearly every finite complex number, with 
possibly one exception, is assumed infinitely often by f(z) in the union of the disks Dn, 
whose centers may be required to approach C as rapidly as is desired. These disks _ 
are analogues in D of the Milloux cercles de remplissage for entire functions; they have 
been studied recently by Lance [10], [11]. 

Generally speaking, we obtain in this paper some results concerning boundary pro- 
perties of a meromorphic function /(z) in D as a consequence of its assumed behavior — 
on a boundary path A whose end contains more than one point. This assumed be- 
havior is either that /(z) is non-constant and tends to a limit along A or that f(z) is 
unbounded and holomorphic in D and bounded on A. (The existence of such functions 
is ensured in all cases by results in [1] or [2].) 

We begin by generalizing a theorem of Lento and VirTANEN [12, p. 49, Theorem 1]. — 


~ 


Theorem 1. Let f(z) be a non-constant meromorphic function in D that tends to c along 
a boundary path A whose end E contains more than one point. Then, given ¢ > 0, there 
exist boundary paths A; and Ag whose ends are contained in E, such that A, Aj, Ag are 
mutually exclusive, D(A, Az) < e, and f(z) + calong A, but not along As. 


a 
> 


eth Sa wo] rey ee ane . 2-2 a fe rae 
‘ iio = nev Sn a sr. 


Proof. Consider the simply connected region G = D— A. The initial point of A 
is the impression (this term was introduced by Prrantan [15, p. 45]) of one prime end 
of G, whereas every other point of A is the impression of two prime ends of G. It is not 
difficult to see (by using the Koxsx definition of prime ends [15, p. 46]) that if 2 = C, 
then H is the impression of a single prime end P of G, but if H + C, then E is the im- 
pression of two prime ends Pj, Pe of G. : ; 

If H = C, we map G onto D’ in a one-to-one conformal manner so that the initial 
point of A and the prime end P correspond, respectively, to the points —1, 1. We 
> thereby transplant our function to D’. Denote the transplanted function in D’ by 
ss F(z’). Since f(z) #c, there exists a sequence of points in G tending to C, on which 
} [(z) +b +c. Hence, there is a sequence of points in D’ tending to the point 1, on 
which F(z’) — b, and clearly some segment 8’ of D’, bounded by a suitable arc and. 
a chord of C’, both having an end point at 1, contains infinitely many points of 
ia this sequence. Now F(z’) ->c as z’/>1 along C’ but not as z’-> 1 on 8’. It follows 
from an argument of Lento and Virranen [12, pp. 49—52] that, given « > 0, 


et a a ee” Ta 2 
‘ Le en eae 


. 
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there exist two disjunct boundary paths Aj, Aj in D’ whose ends are the point 1, 
such that D(Aj, Aj) < ¢ and F(z’) >c along A; but not along Aj. Under the 
original mapping of G onto D’, there are boundary paths A;, Ag'that lie in G and 
correspond to Aj, Aj; on applying the principle of hyperbolic measure (see, e.g., 
[7, p. 293, Corollary]), we obtain the conclusion of our theorem. 

If HZ + C, we again map G onto D’ in a one-to-one conformal manner so that this 
time the initial point of A and the prime ends Pj, P2 correspond, respectively, to 
the points —1, —i, 7; we retain the notation F(z’) for the transplanted function. 
Let A’, Aj, A; be the open subares of C’ which, when described once in the positive 
sense, have the respective initial and terminal points —7 and 7, —1 and —i, i and 
—1. Under the above mapping, the arc A’ corresponds to the are C — EH, whereas 


- each of the arcs A, As corresponds to A minus its initial point. Therefore, as the 


point 7 (or —?) is approached along A’, the inverse of the mapping function approaches 
a limit, namely, an end point of the arc Z; according to LINDELGF’s theorem, this limit 
is then approached as 2’—>1i (or —1) on the set {2':|z2’| <1, R(z’) | 0}. Since 
f(z) = c, there exists (see, e.g., [16, p. 207]) a sequence of points in G tending to an 
interior point of the arc HZ, on which f(z) + b +c. It follows that there is a sequence 
of points {z,} in D’ tending to i or —7 (say to —2), such that R(z,) < 0 (n = 1, 
2,3,...) and F(z,) +b as n > co. Now F(z’) > c as z’> —i along Aj, but not as 
z’—> —7i on the set {2’:2’e D’, R(z') < 0}. The argument is concluded as in the 
preceding paragraph. 


Lemma 1. Let f(z) be an unbounded holomorphic function in D that is bounded on 
a boundary path A whose end is C. Then there exists a boundary path A* along which 

This result was formulated by Vauiron [19, p. 431]. There is, unfortunately, a gap 
in his proof, arising from the fact that the argument he refers to, purporting to show 
that an entire function has.co as an asymptotic value, is defective. If a proof of this 
assertion concerning entire functions given in [5, pp. 285—286] is modified by replac- 
ing the function (z) introduced there by the function m(é) = O(€) (1 — &)’, where 
o > 0 and @(E) is a function occurring in VaLIRon’s demonstration, then the ex- 


4 istence of a path A’ along which, as VaLIRoN claims, @(&) — co can indeed be 


established. 


Remark 1. It is to be noted that the end of A* is not necessarily C, as is shown 
by the example in Remark 6. This fact seems to have been overlooked by VaLiron 
[19, p. 431]. 


Theorem 2. Let f(z) be an unbounded holomorphic function in D that is bounded on 
a boundary path A whose end is strongly C. Then, given « > 0, there exist two disjunct 
boundary paths (spirals, in case A is a spiral) A, and Ag such that D(Ai, Az) < 
and f(z) > co along A, but not along As. 


Proof. According to Lemma 1, there exists a boundary path A* along which 
f(z) ~ ce, and A* is evidently a spiral if A is. If the end of A* contains more than 
one point, then the conclusion of our theorem follows from Theorem 1. If, however, 
the end of A* is a single point ¢ (A, then, is not a spiral), then, since the end of A 
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is strongly CO and f(z) is bounded on A, f(z) does not have the angular limit oo at ¢, 
and the conclusion of our theorem follows from a result of LeHro and VIRTANEN 
[12, p. 49, Theorem 1]. 


Remark 2. Theorem 2 does not hold if the end of A is not C, as is evident from 
the example (z—1)-1; nor does it hold if the end of A is C' but is not strongly C: 
see Remark 6. ; 

The next theorem generalizes a result of SpEIDEL and Wats [18, p. 199, Theorem 4]. 


Theorem 3. Let f(z) be a normal meromorphic function in D, and suppose that Ay 
and Ag are boundary paths for which D(A1, Az) is finite. If f(z) > along Ai, then 
f(z) ~c along Az. 


Proof. Our argument is analogous to one given by Lento and VirTANEN [12, 
pp. 52—53]. We may suppose that c is finite (if c = co, consider the normal mero- 
morphic function 1/f(z)). Assume that the conclusion is false. Then there exists 
a number c* (possibly oo) different from c, and a sequence of points {zz} on Ag such 
that 

him pep t tal ling (ze ee 

n—>oo n—->oco 
Since D(A, Ag) is finite, there exists a positive number M and a sequence of points 
{zn} on A; such that 


lim |zn| =1,  @(2n,2n) <M (e123 oe 
n->oco 


The family of functions {f(Sn(z))}, where Sp (z) = (2 + zn) (1 + 2nz)71, is normal 
in D, As n > 0, f(Sn(0)) = f(zn) +c, and, because c is finite, there exists a sub- 
sequence {f(Sn,(z))} which, as k > co, converges uniformly to a meromorphic func- 
tion F(z) on the closed disk A in D whose center is the origin and whose non-Euclidean 
radius is M. For all sufficiently large values of k, S;}(A1) intersects every circle 
0(0, 2) = L with L < M, and since f(z) +c along Aj, it follows that F(z) =c. 
But @(2n; 2%) < M, so that S,)(z%)eA, and since f(zX)>c*¥+c as k—> 00, 
F(z) = c. We have thus arrived at a contradiction, so that our assumption is unten- 
able, and hence our theorem is proved. 
The following corollary is related to [3, Theorem 5 and Example 5]. 


Corollary 1. If a normal meromorphic function in D tends to a limit along a boundary 
path whose end contains more than one point, then the function is identically constant. 


Proof. This is an immediate consequence of Theorems 1 and 3. 


Corollary 2. If a normal holomorphic function in D is bounded on a boundary path 
whose end is strongly C, then the function is bounded in D. 


Proof. This follows immediately from Theorems 2 and 3. 


Remark 3. In Corollary 2, it is not sufficient to assume merely that the end of 
the boundary path contains more than one point, or that the end is C but is not 
strongly O; this is shown by the functions considered in Remarks 2 and 6. In Corol- 
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lary 1, it is not sufficient to assume merely that the function is bounded on the 
boundary path; this is shown by the function 1/z. 

In [8, § 5, 15] we raised the question whether there exists a normal holomorphic 
function in D possessing no radial limit. The following theorem answers this question 
in the negative. 


Theorem 4, Every normal holomorphic function in D has a Fatou point. 


Proof. Let f(z) be a normal holomorphic function in D. If f(z) is bounded in D, 
then, according to Fatou’s theorem, almost all points of C are Fatou points of f(z). 
Suppose that /(z) is unbounded in D. Then f(z) tends to a limit along some boundary 
path A [9, p. 291], and Corollary 1 implies that the end of A is a single point ¢ € C. 
Since f(z) is normal, ¢ is a Fatou point of f(z) [12, p. 53, Theorem 2). 


Remark 4. Define a Koebe sequence of arcs (the terminology is suggested by the 
occurrence of such arcs in Koxsr’s lemma [5, p. 19]) to be a sequence of Jordan 
ares {J} in D such that, if z, and z* are the end points of Jn, there are distinct 
points €,¢* on CO such that z, > € and z* + ¢* as n — oo, and, for some sequence 
{en} satisfying the conditions 0 < én <1(n = 1, 2,3,...) and en > 0 as n> 00, 
J» lies in the annulus 1 — én < |z| < 1(n = 1, 2, 3,...). If f(z) is a meromorphic 
function in D, we say that f(z) —c along a Koebe sequence of arcs {Jn}, provided 
that, for a sequence of positive numbers {yn}, where 7, — 0 as n > co, we have, 
for every ze Jn (n = 1, 2, 3,...), |f(2)—¢| < nn or |f(z)| > 1/nn, according as c 
is finite or infinite. Let w(z) be a Schwarzian triangle-function (see [14, Chapter IT J) 
for which the fundamental non-Euclidean triangle in D has each of its angles equal 
to 2/4. The function ~(z) is meromorphic in D, and each of its 0-, 1-, co-points 
is of order 4, so that u(z) is normal [14, pp. 125—126]. Furthermore, ~(z) does not 
tend to a limit along any Koebe sequence of arcs [8, p. 36]; nor does this function 
tend to a limit along any boundary path, as was noted by Gross [8, p. 37]. Thus, 
in the notation.of CoLLInGwoop and CartwRiacut [6, pp. 85, 96], there exists a normal 
meromorphic function f(z) in D for which the set I(f) U B(f) ts empty. 


Theorem 5. If the set Q of Fatow points of a normal holomorphic function f(z) in D 
is an F,, sev of measure zero, then co is a Fatou value of f(z). 


Proof, Assume, to the contrary, that oo is not a Fatou value of f(z). Then f(z) 
has a finite radial limit at every point of Q, but no radial limit at any point of C— Q. 
Let g(z) be a bounded. holomorphic function in D that has no radial limit at any 
point of Q, but does have a radial limit at every point of C— Q [13, p. 14, Theorem 6]. 
_ The function h(z) = f(z) + g(z) is holomorphic and normal in D, and evidently has 
no radial limit at any point of C, so that it has no Fatou point. But this contradicts 
Theorem 4. Our assumption is therefore untenable, and the theorem is proved. 


Remark 5. An illustration of Theorem 5 is afforded by the elliptic modular func- 
tion that is holomorphic in D, omits the values 0 and 1 and is therefore normal, 
and has only enumerably many Fatou points. Not every unbounded normal holo- 
morphic function in D has oo as a Fatou value. For example, if G’ is a simply connected 
region such that oo is a boundary point, but not an accessible boundary point, ONG 
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~ and if z’= g(z) maps-D in a one-to-one conformal manner onto G’, then g(z) is un- 


bounded, normal, and holomorphic in D, and g(z) obviously does not tend to oo along ~ 


any boundary path. (K1Erst and Szp1LraJn [9, p. 292] have given an example of — 


an unbounded holomorphic function in D that does not tend to co along any boundary 
path; our example has the additional property of being schlicht, and hence normal, 
in D.) 

Our last two theorems generalize a result of Lancs [11, Corollary 3]. 


Theorem 6. Every holomorphic function in D that tends to oo along a boundary path 


whose end contains more than one point has property IN; if the boundary path is a spiral, — 


then the function has property Ms. : 


Proof. Let f(z) be holomorphic in D, and suppose that /(z) + co along a boundary 
path A whose end contains more than one point. Then f(z) is not identically constant. 
According to Theorem 1, there exist two boundary paths, 41:2 = z(t) (0 St < 1), 


' Ae, and a positive number M, such that D(A), 42) < M and f(z) + oo along A; 


but not along A». In case A is a spiral, A; and Az are evidently spirals too. 
For 0 <¢ < 1, let A; (resp. D;) be the closed (resp. open) disk in D with non- 
Euclidean center z(t) and non-Euclidean radius M (resp. M +1), and let 2 = S;(z’) 


there exists a number ty with 0 < t) < 1 such that, in every disk D; (to < t < 1), 
f(z) omits the values 0 and 1. Then the family of functions {f(S;(z’)) : to < t < 1} 
is normal in the disk {z': 9 (0, z') < M + 1}, and since lim f(S;(0)) = lim f(z(t)) = ©, 

> t>1 t>1 ’ 


it follows (cf., e.g., [17, p. 164]) that /(S;(z)) — co uniformly on | 
Al = {2': 0(0,2') SM} as tl. 


But then f(z) + co as z->C on the set U At; in particular, f(z) > along Ag, 
ty<t<1 
which is impossible. 


Consequently, there exists an increasing sequence {tn} such that lim t, = 1 ana 
. ; n—-co 
in every disk A;, (n = 1, 2,3, ...), f(z) assumes at least one of the two values 0, 1. 


If follows from an argument of Lana [11, Theorem 4] (extended to boundary paths 


that are not necessarily spirals) that f(z) has property $, and that f(z) has property 
Ms in case A is a spiral. 


Theorem 7. Every unbounded holomorphic function f(z) in D that is bounded on a 
boundary path A whose end is strongly C has property M; if A is a spiral, then f(z) 
has property Ms. 


Proof. According to Theorem 2, there exist two boundary paths A; and Ag (spirals, 
in case A is a spiral) and a positive number M such that D(Ai, Az) < M and 
[(2) + 00 along Aj but not along Ag. We now have the situation described in the 


first paragraph of the proof of Theorem 6, and the remainder of the present proof 
is the same as there. 


\ Remark 6. In Theorem 7, it is not enough to assume merely that the end of A 
is C. For, the function f(z) = exp {(1 + z)/(1 — z)} is evidently an unbounded holo- 


_be a linear transformation which maps D’ onto D so that S;(0) = z(t). Suppose, that — 
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morphic function in D. For every ze D, |f(z)| > 1, so that f(z) certainly does not 
have property I. If, however, A is the boundary path described in the last sentence 
of the first paragraph of this paper, then |f(z)| Se for every ze A. It is now clear 
from the proof of Theorem 7, that the conclusion of Theorem 2 does not hold for the 
function f(z) that we have just defined (cf. Remark 2); it is also obvious from this 
example that we have to assume in Corollary 2 that the end of the boundary path 
is strongly C (cf. Remark 8). 
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Uber die analytische Kapazitat 


Von CuRiIsTIAN POMMERENKE in Gottingen 


1. Sei & eine abgeschlossene beschrankte ebene Punktmenge, und © sei das AuBen- _ 
gebiet von ©, d.h. dasjenige der Komplementargebiete von ©, das den unendlich | 
fernen Punkt enthalt. Sei I die Klasse der in & eindeutigen regulaéren Funktionen 
g(z), die |g(z)| < 1 in G erfiillen und deren Entwicklung in der Umgebung von co die 
Form 


g (2) = bo + by Tiss 
hat. Dann nennt man 
a = «(G) = max | bi| 
ge 
die analytische Kapazitat von ©. Man sieht leicht, da8 man sich dabei auf die Funk- 
tionen g € J beschrénken kann, fiir die bp = 0, d. h. g(co) = 0 ist. 

Wenn € der Rand von & ist, so gilt «(€) = «(€). Fiir € c F ist «(€) S «(%). Weiter 
ist «(€) < cap &, wo cap E die gewdhnliche (logarithmische) Kapazitat ist. Wenn € 
ein Kontinuum ist, so gilt «(€) = cap G. Fiir die Gesamtlange A jedes Kurvensystems, 
das & von oo trennt, gilt A = 27«(€). 

Wenn durch n geschlossene Jordankurven berandet wird, so existiert genau eine 


Funktion f(z) € M, fiir die bp) = 0 und b; = « > 0 ist [1, 3], d. h. ihre Entwicklung bei 
co lautet 


fea ote. 
Diese Funktion soll im folgenden die Maximalfunktion von ®& (oder auch von €) ge- 
nannt werden. Durch w = f(z) wird & auf die n-blittrige Einheitskreisscheibe ab- 


gebildet, d. h. f(z) hat fiir jedes ¢ mit |c| < 1 genau n c-Stellen. Dabei wird jedes der 


n Exemplare von |w| = 1 eineindeutig und stetig auf je eine Jordankurve des Randes 
von  abgebildet [1]. 


Nun soll noch der Zusammenhang zwischen der analytischen Kapazitat und einer 
GroBe, die man bei schlichter Abbildung erhalt, némlich der Spanne, dargestellt 
werden. Fiir ein endlichvielfach zusammenhingendes Gebiet © ist die Spanne (bez. 


des Punktes oo) erklirt durch o = F(a — b), wobei 
a b 
AC Nek dhe pedi ie PQ) = e-Khe boy 


die eindeutig bestimmten schlichten Funktionen sind, die © auf Gebiete abbilden, 
deren Rand geradlinige Schlitze parallel zur reellen bzw. imaginaren Achse sind. Fiir 
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beliebige Gebiete kann man die Spanne mittels Approximation definieren!). Der 
folgende Satz ist nur eine andere Formulierung bekannter Ergebnisse. 


Satz 1. Sei A der Flicheninhalt von © und o die Spanne von &. Dann gilt 
(1) Ax=noSane?. 
Wenn & n-fach zusammenhingend ist, so gilt 
= SO Sa" 
P6iya [6] hat A < z(cap &)2 bewiesen. Wegen « S cap € ist (1) eine Verschar- 
fung dieser Aussage. 
Um Satz 1 zu beweisen, kann man sich auf Gebiete beschranken, die durch endlich 


viele analytische Kurven begrenzt werden. In der Bezeichnungsweise von [2] ist 
« = Mg(co). Weiter gilt nach Gleichung (20) dieser Arbeit 


MD(cc) = |/ 5 (a—b) = Yo, 


und nach Ungleichung (11) ist MD(co) < Mg(co), alsog S «2. Aus A < xo [8] (oder 
[4, S. 364]) folgt dann Ungleichung (1) des Satzes. Wenn © n-fach zusammenhangend 
ist, so sei f(z) die Maximalfunktion von . Dann ist 


Se etes 


regular in © und bildet © auf die n-fach tiberdeckte Kreisscheibe |w| < a-1! ab. Der 
Flacheninhalt des Bildes ist also n — und es folgt [4, 8. 364] ioe = = und daher 


2 
oa 
=>. 
S=n 


2. Sei & ein Gebiet, das co enthalt und dessen Rand € aus n Kontinuen C7; 2 Cy 
besteht. Ihre Minkowskische Summe © = ©; + -:: + Cy ist erklart durch 
; GS = {ey + +++ + en:01EC1,..., Cn EC} 
und ist wieder ein Kontinuum. 


Satz 2. Der Rand © von & bestehe aus n Kontinuen G1, ...,€n. Dann gilt fiir S = 


=Gte+6n 
a(S) =a(C). 


Beweis. Sei f(z) = = -_ ++» die Maximalfunktion von ©. Dann hat | f(z)| iiberall 
auf € den Randwert 1. Die Menge 
R=: |/Ml =e} (@<)) 
besteht aus ein oder mehreren geschlossenen analytischen Kurven, die so orientiert 


sein mégen, daB oo links liegt. Da f(z) in der Nahe eines jeden Randkontinuums 


1) Man vergleiche z. B. [5, S. 290]. 
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schlicht ist, kann man @ so dicht an 1 wahlen, daB w = /(z) noch auf 2 schlicht ist und 
die Umkehrfunktionen z = 9, (w) (vy = 1, n) ing <|w|< 1 existieren. Es ist 

kf a=a(C) fir k=O, 
(2) Sat {7 LEME Te) et Seyi fir k>0. 
Andererseits wird |w| = @ durch z = 9, (w) eineindeutig auf die n Kurven, aus denen 
2 besteht, abgebildet, es gilt also 

n 
; AD 
(3) gai f HOM Cds = Di oy J polio) wr dw. 
v= w\=o 

Wenn man 
(4) P(w) = Dg (w) 


setzt, folgt aus (2) und (3), daB 


(5) . ae iy D(w) wk dw = 


|w| =e 


Chae Litt ee oe 
0 fiir k>0 


ist, Die Funktion @(w) ist regular und eindeutig in 9 < el < 1, léBt sich dort also 
in eine Laurentreihe entwickeln. Nach (5) ist dann 


(6) P(w) =X + ay + aw 


Also ist ®(w) in 0< |w|< 1 regular. Fiir |w| 1 liegen die Haiufungswerte von 
y,(w) auf €,, also nach (4) die von ®(w) in GS. Aus Satz 1 in [7] folgt dann wegen a(S) = 
= cap © nach (6), da «(S) = « = a(€) ist. 


3. Mit Hilfe von Satz 2 kann man die analytische Kapazitat von linearen Mengen 


a (d. h. Mengen, die auf einer Geraden liegen) explizit angeben. 

ae ; Satz 3. Sei € eine lineare kompakte Menge des linearen MaBes L = mes ©. Dann gilt?) 

a , 

: Beles 

os Beweis. 1. Man kann annehmen, daB & auf der reellen Achse liegt. Die Funktion 

we 

i 1 1 LT 

"t Pe=s [aagee= Fete 

s . 

3 ist regular im Aufengebiet & von G, und es gilt mit 2 = x + iy 

Pi; 1 . 

im Im F(z =-;/ 4 

is O=— a) eopryae: 

iy & 

Ls also 

3 ea 

4 Im F(z of ae 

a | Ol<3/ gomapet—s- 

i 2) Antvors und B , z es 
) L¥ORS und BEuRLING [2] hatten r4 S « S — bewiesen. Teil 1 des folgenden Beweises 
ist aus dieser Arbeit entnommen. ye 


Snpituheen © 


Hiegpeite 


bapa e<d 
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_ Daher ist Re eF® > 0, und die in & regulare Funktion 


(7) (M=sapi-77t"" 


- erfiillt | f(z)| < 1. Mithin ist L/4 < «(@). 


2. Fiir jedes k = 1, 2, ... kann man Mengen Sj finden, die aus abzahlbar vielen 
offenen Intervallen bestehen, so daB € c Sz und 


mes $e SL+ 
ist. Da © kompakt ist, kann man fiir jedes k aus 9; eine Teilmenge auswahlen, die aus 


endlich vielen Intervallen besteht und € iiberdeckt. Sei G; die abgeschlossene Hiille 
dieser Teilmenge. Dann ist ebenfalls © c &, und 


(8) mes 6 SL+ 7. 


Da G; aus endlich vielen Segmenten besteht, folgt aus Satz 2, daB «(&) < a(S,) ist, 
wo ©, die Minkowskische Summe der Segmente von (; ist. Da S, wieder ein Segment 
ist, folgt 


nach (8) also a (6) <4 L-+ zp und damit «(6) < + L. Also ist «(G) = + L. 


4. Es soll jetzt untersucht werden, wie sich die analytische Kapazitiat verhalt, wenn 
die Komponenten, aus denen die Menge besteht, auseinanderriicken. Zuerst soll ein 
Beispiel gebracht werden. Sei 


E(a) = [—a—2,—a]U[a,a+2] (a>0). 


Nach Satz 3 ist «(€(a)) = 1. Man kann andererseits zeigen, daB die logarithmische 
Kapazitat BN oh 
. cap E(a) = a+] 
ist. Wenn also die beiden Segmente, aus denen €(a) besteht, unbegrenzt auseinander- 
riicken, d. h. wenn a'-> oo strebt, so bleibt die analytische Kapazitat konstant, wah- 
rend die logarithmische Kapazitait — oo strebt. 

Nun soll gezeigt werden, daf die analytische Kapazitat ungeféhr die Summe der 
Kapazitaéten der Komponenten ist, wenn diese sehr weit auseinander liegen. 


Satz 4. Seien $,(u = 1,..., m) gegebene kompakte Mengen. Dann existiert zu jedem 
¢ >0 ein D mit der folgenden Higenschaft: Wenn die ©, (u = 1, ... , m) durch je eine 
Translation aus %,, hervorgehen und die Abstinde zwischen je zweien der ©, = D sind, so 
gilt fir E = © UU Em 


™ 


|x (G) — >) a(E,)| <e. 


B=1 
Beweis. 1. Es gehe &, aus %, durch die Translation z = ¢ + ¢, hervor. Sei /,,(z) 
eine Maximalfunktion von ,, d.h. f,(z) ist eindeutig und regular im AuBengebiet 
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von G,, erfiillt dort | f.(z)| <1, und die Entwicklung bei oo lautet 


fu(e) = a(Gy) > +0 


Dann ist f,(¢ + ¢,) eine Maximalfunktion von %,, die man so wahlen kann, daB — 
sie von ¢, unabhiingig ist. Die (fest gegebenen) Mengen %, seien im Kreise |¢| < R 
enthalten. Aus dem Schwarzschen Lemma folgt dann wegen | fa(¢ + ¢u)| <1, daB 


|fu(f + cy)| S R[C|-1, also es 


[f@)| S7a=er 
fiir |¢| = |z—c,| = R ist. Man kann also zu 6; >0 ein D, bestimmen, so daB fiir 
jedes # = 1... 1% 
(9) |fu(z)| S61 


fir |z—c,| =D, — R—1 gilt. . 
Fiir festes k (k = 1,..., m) sei z ein Punkt, der von ©; einen Abstand <1 hat. 
Wenn &, und ©; einen Abstand = Dy, haben, so ist der Abstand zwischen z und €, 
=> D, —1, also |z — c,| = Di — R — 1. Nach (9) ist fiir w + & dann also | f,(z)| S 61 
fiir diese z, also 4 : 


(10) | Xfe@)|S1+ (m—1)b1. 


Nach dem Maximumprinzip gilt (10) dann fiir alle z € , falls die Mengen ©, (u = 1, 
.., m) einen gegenseitigen Abstand = D; haben. Wenn man 


1 m 1 m ; 
(11) 9@) = mwoE Dal) = pee DG St 
. = ae 


setzt, so ist g(z) regulér und dem Betrage nach < 1 in ©. Nach (11) ist daher wegen 
der Maximaleigenschaft von «(€) 


™m m i 
(12) «(®) See d, «(Gx) > Ya(En)—e, 
w=1 “w=1 : 
wenn man 6; geniigend klein wahlt. 
2. Man kann fiir jedes w = 1, ... , m geschlossene analytische Kurven finden, so daB 


dy in der Vereinigungsmenge ihrer Innengebiete enthalten ist und daB fiir ihre Ver- 
einigung 2, gilt «(2,) << «(G,) + = . Die Gesamtlinge der Kurven in &, sei < K. 
Die Kurven seien so orientiert, daB oo links liegt. Wenn f(z) eine Maximalfunktion 


von & ist, so sei 
f(¢) 
| eee = f 1@a-t+ z 


(13) 
Lutey Lutey 
fiir die z, die auBerhalb aller &, + ¢, liegen. Fiir diese z ist also 


ee (2) = 3. gu(@) 
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Wenn alle &, + ¢, einen gegenseitigen Abstand > Dz +0 haben, so schlieBt man 
wegen |f(¢)| <1 aus (13), daB fiir ze 2, + cz, peek, 


KG 
3 |gu(z)| S eae 
gilt. Nach (14) ist dann 


(15) |ge(e)| S1+ 3) |gul2)| S1+ em —1) Ss 


22 De 


fiir ze &, + cy. Da gx(z) im AuBengebiet von 2, + cz regular ist, gilt (15) dort 
tiberall. Hieraus und aus (13) folgt wie in Teil 1, daB 


ae Hea] = (1+ m—Vgzpy) a8 
Lutey 2 
ist. Wegen 


ergibt sich also, wenn man Dg geniigend groB wahlt, daB 


a(E) S Dia(Ba) + =< 2+ (Gy) + ¢ 
w= w= 


gilt. Zusammen mit Teil 1 ergibt sich hieraus sofort Satz 4. 


5. Wenn der Rand von ©& aus n Kontinuen besteht, so hat die Maximalfunktion 
n Nullstellen. Da oo eine einfache Nullstelle ist, existieren n — 1 endliche Nullstellen 


C1,---,Cn-1 (die moglicherweise ganz oder teilweise zusammenfallen kénnen). Wenn 
diese Nullstellen bekannt sind, so 14Bt sich die Maximalfunktion durch 
log | f (2) | Cae G(z, oo) ir G (z, C1) pee a G(z, Cn-1) 


ausdriicken, wo G(z, £) die Greensche Funktion von & bez. des Poles ¢ ist [1]. 


Satz 5. Sei € eine beliebige kompakte Menge mit «(€) > 0. Dann sind die endlichen 
Nullstellen jeder Maximalfunktion in der konvexen Hiille von € enthalten. 


Beweis. Sei & die konvexe Hiille von © und f(z) eine Maximalfunktion. Ange- 
nommen, es gebe ein ¢ ¢ & mit {(¢) = 0. Sei ¢* der ¢ am nachsten gelegene Punkt 


von &. Dann ist 
z 


(2) = =F 10) 


regular im AuBengebiet & von ©. Fiir jeden Randpunkt zp von ©& ist 


zo — &* 


lim sup | f*(z)| S pe 


Z—>Zy 


Wegen zo € & c & sieht man leicht, daB es eine von zo unabhingige Konstante x < | 
gibt, so daB lim sup | /*(z)| S x ist. Aus dem Maximumprinzip folgt daher |f*(z)| S 
Z—> Zo . 


<x <1 fiir alle ze ©. Also ist 
19* 


= 
Fy 


apes PS se 
Saw 


Cer aaa eer 


~ 


Bae St on br 


saa 6 Ce a 
ee 

iS - i 
= « 


— a 


SPS > er ‘ a = . aia = Sn : oS Se ee 
5 th S “ c o . : > 5 - = fy et we via gt) te 
=n = =o S| Te es tet eee a, af) Pa {ames | mt es Sy a y = ef 
on es ¥ Sti Bd 3 2 5 a nd ee . set + cs re ¥ 7 +> ao Bs * 
ay * tpt ee Dt Se . ake = ¢ Tes 4 
{<5 ~ 4 ¥ r 3 = +d . ¥ — 
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eae Me 
Oa eae 


in © regulir und dem Betrage nach <1, es gilt also a/x <a, im Gegensatz zu x <1. 
Fiir einen speziellen Fall kann man eine genauere Aussage machen. Seien ©}, 


..., © punktfremde Kontinuen, von denen jedes im AuBengebiet der anderen liegt. — 


Jedes ©, sei symmetrisch zur reellen Achse X. Sei © = ©) U... U Gn. Dann hat das 
AuBengebiet © von © mit X n + 1 offene Intervalle gemeinsam. Davon seien ¥j1, .-. ; 
Sn-1 die Intervalle, die zwischen den einzelnen ©, liegen. 


Satz 6. Unter den eben gemachten Voraussetzungen liegt in jedem Intervall $1, ..., 
Yn-1 genau eine Nullstelle der Maximalfunktion. 


Beweis. l. Seien zuerst alle €, Segmente von X, etwa 


CAs [a,) bay << by <a, 21-< O34 pees em Ye 


| 


¢ 


wen ee 


oe Sead 


Aus dem Beweis von Satz 2 folgt, daB die durch (7) definierte Funktion f(z) die ein- — 


deutig bestimmte Maximalfunktion ist. Dabei ist 


also 


(16) He) = Fos ees fiers 


v=1 


Die Nullstellen von f(z) sind also die 1-Stellen von G(z). Fiir x € (6,, a,,1) (v= 1, 
...,2— 1) ist G(x) reell. Im Beweis von Satz 2 war gezeigt worden, da dort G(x) = 
= Re G(x) > 0 ist. Nach (16) gilt also G(b, + 0) = + oo, G(a,,,;— 0) = 0, und 
daher gibt es in (,, a,, 1) mindestens eine Stelle &,, wo G(&,) = 1 und also f(&,) = 0 
wird. Da f(z) insgesamt »—1 endliche Nullstellen hat, liegt in jedem Intervall 
(b,, @,44) fiir y= 1,...,n—1 genau eine Nullstelle. 

2. Sei nun & ein beliebiges Gebiet, das den Voraussetzungen des Satzes geniigt. 
Es existiert genau eine schlichte Funktion z* = y(z), deren Entwicklung in der 
Umgebung von co die Form 

y(z) =z2+az1-+>:- 
hat, die © konform auf ein Gebiet @* abbildet, dessen Rand geradlinige Schlitze 
parallel zur reellen Achse sind. Da © zu ¥ symmetrisch ist, hat v2) dieselben Eigen- 


schaften, so daf (z) = p(z) gilt. Daher ist p(x) reell fiir reelle x. Da ©, AX fiir 
kein vy leer ist, liegen alle Randschlitze von @* auf X. Daher ist @* von der Art, 
wie sie in Teil 1 des Beweises betrachtet wurde. Wenn /{*(z*) jetzt die Maximal- 
funktion von ®* ist, so folgert man, da® f(z) = {*(p(z)) die eindeutig bestimmte 
Maximalfunktion von & ist. Da y(z) die Intervalle %, auf die Intervalle (b,, 4,44) 


(vy = 1,...,n—1) abbildet, ergibt sich die Behauptung des Satzes aus dem Er- 
gebnis von Teil 1. 
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Neuer Beweis eines klassischen Tauber-Satzes 


Von Hetnz Konte in Aachen 


In der vorliegenden Note gebe ich einen sehr einfachen Beweis des unten folgenden ~ 
Tauber-Satzes fiir Laplace-Stieltjes-Integrale, der in engem Zusammenhange mit der _ 
Umkehrung des Abelschen Stetigkeitssatzes steht. Der Satz riihrt von Harpy- 
LirrLewoop [3, 4], Dorrscu [1] und SzAsz [7] her. Der einfachste der bisher bekann- 
ten Beweise ist der von Karamata [6]. Er ist in Harpy [2] und WIDDER [8] dar- 
gestellt und liegt den in den letzten Jahren von WIELANDT [9] und Izum1[5] gegebenen 
Beweisen der Umkehrung des Abelschen Stetigkeitssatzes zugrunde. Der neue Ge- 
danke des vorliegenden Beweises ist die Anwendung des Auswahlsatzes von HELLY; — 
vgl. etwa WippDER [8]. Dieser Gedanke fiihrt auch in allgemeineren und analogen 
Fallen zum Ziele*). 


Satz. Die Funktion  (t) set in t = 0 monoton wachsend, und das Integral 


(1) f() = [etd p(t) 
0 
konvergiere fiir x > 0. Fiir ein A > 0 existiere 
(2) : lim a f(x) = A. 
z—>+0 
Dann ist 
3 bin ee ee 
2 Soe aera ene 


Beweis. Wir kénnen y(0) = 0 annehmen. Aus (1) erhalten wir nach partieller 
Integration und Variablentransformation 


° (r(e)=2n featata 


fiir x, « > 0. Wegen der Monotonie von g(t) hat man fiir « = 1 
cE A po yp (at) 
(=) 1(2) = fer era 
1 


*) Zusatz bei der Korrektur. Der Gedanke des vorliegenden Beweises steht in engem Zu- 
sammenhange mit der von R. Scumrpr in Math. Z. 22, 89—152 (1925) entwickelten Beweis- 
methode. Auf ahnlichem Wege gewinnt A. Brurtine in Acta Math. 77, 127-136 (1945) aus einem 
allgemeinen Hindeutigkeitssatz einen Beweis des allgemeinen Tauber-Satzes von Wiener. 


p(x) 
oA 


IV 


1 
= B. > 
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so daB nach (2) m(«)/x in « = 1 beschrankt < M ist. Hieraus folgt fiir « = 1 
oi. | M  -fwr' 0St<1 
oa | Mao fir Sd 
Wir betrachten nun eine gegen oo strebende Folge von positiven Zahlen oy (= 
= 1, 2, ...), fiir die der Grenzwert 
O = lim 2%) 
A 


(5) MS 


aA 


existiert. Zum Beweise von (3) haben wir zu zeigen, daB C = A/J’(A + 1) sein muB. 
Auf Grund von (5) sind die monoton wachsenden Funktionen (a; t)/a; in jedem 
Intervall 0 <¢ S T < o gleichmaBig beschrankt. Wir wenden den Satz von HELLY 
sukzessive fiir 7 = 1, 2,... an und erhalten nach dem Diagonalverfahren eine Teil- 
folge y (B;t) (B; , die in carte Punkte ¢ => 0 konvergiert. Die Grenzfunktion L (é) dieser 
Teilfolge ist in # = 0 monoton wachsend, und es ist L(1) = C. Nach (4) haben wir 


ig) en font 


fiir x > 0. Wegen (5) diirfen wir den Grenziibergang j — oo auf der rechten Seite 
unter dem Integralzeichen vollziehen. Nach (2) erhalten wir 


A= wt feet L(t dt 
0 


fiir x > 0. Daher ist nach dem Eindeutigkeitssatz der Laplace-Transformation 


A 


LS SE, 
Li) = zap * 
fir fast alle ¢ > 0 ne wegen der Monotonie von L(t) fiir alle t > 0. Insbesondere 
haben wir OC = L(1) = A/I’(A + 1), was zu beweisen war. 
Literaturverzeichnis 


[1] G. Dortscu, Ein Konvergenzkriterium fiir Integrale. Math. Ann. 82, 68—82 (1920). 

[2] G. H. Harpy, Divergent Series. Oxford 1949. 

[3] G. H. Harpy and J. E. Lirrtewoop, Tauberian Theorems concerning Power Series and 
Dirichlet‘s Series whose Coefficients are positive. Proc. London Math. Soc. 18, 174—191 
1913). 

[4] oS a Harpy and J. E. Lirrnewoop, Notes on the Theory of Series. XI. On Tauberian 
Theorems. Proc. London Math. Soc. 30, 23—37 (1929). 

[5] S. Izumr, A simple Proof of Littlewood‘s Tauberian Theorem. Proc. Jap. Acad. 30, 927—929 
1954 

[6] . Soles Neuer Beweis und Verallgemeinerung einiger Tauberian-Satze. Math. Z. 38, 
294—299 (1931). 

[7] O. SzA4sz, Verallgemeinerung und neuer Beweis einiger Satze Tauberscher Art. $.-Ber. math.- 
-naturw. KI. Bayer. Akad. Wiss. Miinchen 59, 325—340 (1929). 

] D. V. Wipper, The Laplace Transform. Princeton 1946. 
[9] H. Wrevanprt, Zur Umkehrung des Abelschen Stetigkeitssatzes. Math. Z. 56, 206—207 (1952). 


Eingegangen am 15. 3. 1960 


’ : 7 / . A ‘sy oes. en gO 
ae An ia = q 
ve . ¢ . f 
j 
bY 


By 280 ARCH, MATH. _ 


Beispiel einer dimensionserhéhenden analytischen Abbildung 


zwischen iiberabzaihlbaren Mannigfaltigkeiten : 


Herrn Geheimrat Prof. Dr. H. T1ztzz zum 80. Geburtstag 


Von Martin KneseEr in Miinchen 


a ee pete Sl aan 

= re 

Fe rg : : 
ore . 


EE Ein bekanntes von Pano angegebenes Beispiel!) zeigt, daB man eine Strecke ~ 
bs stetig auf ein Quadrat abbilden kann. Dagegen sieht man leicht ein, da8 dies nicht in } 
a differenzierbarer Weise geschehen kann. Im Folgenden wird eine reell-analytische, — 
a | zusammenhangende, zweidimensionale Mannigfaltigkeit V2 konstruiert und eine ana- 
sf lytische Abbildung f von V2 auf eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit V3, bei der 
ae das Bild ganz V% ausfiillt. Die Méglichkeit einer solchen Konstruktion beruht darauf, 
* ‘ daB fiir V2 und V3 das zweite Hausdorffsche Abzaéhlbarkeitsaxiom nicht vorausgesetzt 
ae wird. Die beiden Mannigfaltigkeiten entstehen in einfacher Weise aus dem Priifer- — 
we schen Beispiel2) (in der Form von CaLasi und RosENLIcuT)) einer Flache ohne ab- 
‘i zahlbare Basis fiir die offenen Mengen. Die Abbildung f hat zudem die Eigenschaft, 


daB es zu jedem Punkt von V? eine Umgebung U mit einem Koordinatensystem 
(x, y, 2) gibt derart, daB das Urbild f-1(U) in kontinuierlich viele Komponenten zer- 
fallt, die durch / biholomorph auf die Schichten z = const. von U abgebildet werden. 
Damit ist auch die Frage in 4) mit ja beantwortet, ob dort in prop. 1, p. 95, die Vor- 
aussetzung des Abzahlbarkeitsaxioms wirklich nétig ist. 

Wir gehen aus von der Vereinigung kontinuierlich vieler durch einen Parameter ¢ — 
unterschiedener Halbebenen, deren Punkte durch Koordinaten x und y > —2 be- 
schrieben werden, also von der Gesamtheit der Tripel (é, 2, y) mit y > —2, wobei ein 
Fundamentalsystem von Umgebungen des Punktes (¢, 0, yo) durch die Menge der 


-~ 


SY ee oe Re eee ne ae =e 
SES, St Et Se ees 


a Tripel (¢, x, y) mit t = to, |we—ao| < e, |y—yo| < e€ gegeben wird, wenn ¢ alle © 
i positiven Zahlen durchlauft. Identifizieren wir hierin zwei Tripel (é, x1, y1) und 
i (tg, %2, y2) wenn 

4a 

< y=Yy2>0, Myitth =xey2+ le 

4 ist, so erhalten wir eine zusammenhingende reell-analytische zweidimensionale 
iy Mannigfaltigkeit U 2) 3), 
: it Wir bilden nun das Produkt von U mit der Menge R der reellen Zahlen. Fassen wir 
E R als diskreten topologischen Raum auf, so wird U x R eine zweidimensionale 
: % pee z. B. v. MANGoLpT-Knopp, Einfiihrung in die héhere Mathematik. Bd. 2, 10. Aufl., 
fs ) T. Ravo, Uber den Begriff der Riemannschen Flache. Acta Sci. Math. 2, 101—121 (1925). 
:: ) E. Canast and M. RosEnticut, Complex analytic manifolds without countable base. Proc. 


Amer. Math. Soc. 4, 335—340 (1953) 
4) C. Cunvatey, Theory of Lie groups I. chap. IIT, summary, p. 68. 


oS ae el nae as 
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Mannigfaltigkeit, deren Zusammenhangskomponenten die Blatter U x {z} sind und 
deren Punkte wir durch Quadrupel (¢, x, y, z) reeller Zahlen — wenn y > 0 ist, auf 
mehrere Weisen — darstellen kénnen. Aus U x R erhalten wir durch weitere Identi- 
fizierung eine Menge V, und zwar setzen wir 


(é,2,y,2) gleich (—t,—ax,—2—y,z+ 1), 


wenn ¢t > 0 und —2 < y < 0 ist. Man priift leicht nach, daB V mit der Identifizie- 


rungstopologie ein Hausdorffscher Raum ist, daB die Mengen ¢ = const., z = const. 
offen sind und V iiberdecken, und da8 schlieBlich durch x und y in jeder dieser 


' Mengen Koordinaten gegeben sind, die im Durchschnitt zweier solcher Mengen 


analytisch zusammenhangen. Insgesamt wird V also zu einer zweidimensionalen 
reell-analytischen Mannigfaltigkeit V2, und es bleibt nur nachzupriifen, daB V2 zu- 
sammenhangend ist. Das folgt aber aus der Tatsache, daB jedes Blatt U x {z1} von 
Ux R nach der Identifizierung mit jedem anderen Blatt’ U x {z2} einen Punkt 
gemeinsam hat, da ja (zg — 21, 0, —1, 21) mit (21 — 22, 0, —1, 22) identifiziert wird. 

~ Dieselbe Konstruktion kénnen wir nun auch durchfiihren, wenn R mit seiner 
gewohnlichen Topologie versehen ist, nur daB dann an die Stelle der Mengent = const., 
z = const. die Mengen ¢ = const., und an die Stelle der Koordinaten a, y die Ko- 
ordinaten 2, y, z treten. Dadurch wird V zu einer dreidimensionalen reell-analytischen 
Mannigfaltigkeit V3, und die identische Abbildung f von V2 auf V? hat alle anfangs 
angegebenen Higenschaften. 

Man kann sich fragen, ob ahnliches auch bei komplex-analytischen Mannigfaltig- 
keiten vorkommen kann. Die bisher bekannten Beispiele komplexer Mannigfaltig- 
keiten, in denen das Abzahlbarkeitsaxiom nicht gilt3), sind dazu jedenfalls nicht ge- 
eignet, da sie zwar keine abzahlbare Basis fiir die offenen Mengen, aber eine tiberall 
dichte abzahlbare Teilmenge besitzen. Diese Eigenschaft ist zwar schwacher als das 
Abzahlbarkeitsaxiom, aber schon sie verhindert eine solche Konstruktion. 
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Uber die Automorphismengruppen kompakter komplexer Raume 


Von Hans Kerner in Miinchen 


Ist X ein kompakter komplexer Raum und G die Gruppe der holomorphen Auto- 
morphismen von X, so kann man G mit einer Topologie versehen, so da G eine topo- 
logische Gruppe wird. Fiir den Fall, daB X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit 
ist, haben S. Bocuner und D. MontcomEry ([3], Theorem 1) bewiesen, daB G sogar 
mit der Struktur einer komplexen Lieschen Gruppe versehen werden kann, In dieser 
Arbeit soll gezeigt werden, daB der Satz von BocuNER-MontTGomEry auch fiir kom- 
pakte komplexe Raume gilt. Wir beweisen folgenden 


Satz. Es sei X ein kompakter komplexer Rawm (im Sinne von J. P. SERRE) und G 
die Gruppe aller holomorphen Automorphismen von X. Dann ist G eine komplexe Liesche 
Gruppe. Die Abbildung von G x X in X, die durch (9, x) > 9(x),g eG, xe X, gegeben 
wird, ist eine holomorphe Abbildung. 

Als Folgerung ergibt sich, da auch die Isotropiegruppe J,,: = {g € @: g(ao) = xo} 
eines jeden Punktes x €¢ X eine komplexe Liesche Gruppe ist. Die Bahn G,,: = 
= {9(vo) € X: 9 € G} ist fiir jeden Punkt xp €¢ X eine komplexe Mannigfaltigkeit; G,, 
ist eine lokal-analytische Menge in X. 


1. Wir erlautern zuerst einige Begriffe. Unter einem komplexen Raum verstehen 
wir in dieser Arbeit immer einen komplexen Raum im Sinne von J. P. SERRE. (Zur 
Definition vgl. H. GRAvERT und R. RemmeErt [6].) Zu jedem Punkt we X gibt es also 
eine Umgebung V und eine biholomorphe Abbildung 7 : V— V’ von V auf eine ana- 
lytische Menge V’ in einem Polyzylinder eines Zahlenraumes O™, Wir nennen 
(V,7, V'’c C™) eine komplexe Karte von X. 


Definition 1. [st G eine topologische Gruppe und X ein komplexer Raum, so sagt man, 
G wirkt auf X, wenn es eine stetige Abbildung f: Gx X > X gibt mit folgenden Eigen- 
schaften: 


a) Fiir jedes feste g & G ist f(g, x) ein Holomorphismus (= holomorpher Automorphis- 
mus) von X. 

b) Fir alle gi, gzeG gilt: f (91, f(g2, ©)) = f(g - ge, x), we X. 
Man sagt, G wirkt effektiv auf X, wenn aus f(g, x) = 2 fiir alle x € X folgt:g = e 
(e neutrales Element in @). 


Ist G die Gruppe aller Holomorphismen eines kompakten komplexen Raumes X, so 
kann man auf folgende Weise in G eine Topologie einfiihren: Ist K eine kompakte und 
U eine ofiene Teilmenge von X, so seien alle Mengen {g € @: g(K) c U } offene Mengen 
in G. Versieht man G mit der so erzeugten Topologie, so wird @ eine topologische 
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Gruppe. Durch f(g, x): = g(a), ge G, xe X, wird eine stetige Abbildung von G x X 
auf X definiert, so daB G effektiv auf X wirkt. 

Zu jedem komplexen Raum X existiert eine Normalisierung Be Anak) 5 X ist ein 
normaler komplexer Raum, Ist g: X + X ein Holomorphismus von X, so gibt es 


genau einen Holomorphismus @ : X — X¥ mit ~°g = 9°). Die topologische Gruppe 
@ wirkt somit auf X, wenn man setzt: 1(9, %): = 9(%),g 6G, eX. Bezeichnet M die 
Menge aller uniformisierbaren Punkte von X , So ist die Beschrankung g| M +> Mein 
Holomorphismus von M. Daher wirkt die topologische Gruppe G auch auf der kom- 


plexen Mannigfaltigkeit M ; die Abbildung i| Gx M-— M geniigt den Bedingungen 
a), b) von Definition 1. 


2. Wir zeigen zuerst : 


Hilfssatz 1. Die Gruppe G aller Holomorphismen eines kompakten komplexen Raumes 
X ist lokal-kompakt. ; 


Beweis. Es seien U,, V,, W,,% =1,...,k, offene Mengen in X mit folgenden 
Higenschaften: U,, gehért zu einer komplexen Karte (U,,, y,, Uc C™») und es ist 


k a 
W,cc V,ccU,\JW, =X. Wir zeigen, daB AN A}, A: = (ge G:9(W,) cV,, 
x=1 


x =1,..., k}, eine relativ-kompakte Umgebung vone € Gist. Da, wie man sich leicht 
tiberlegt, G abzahlbare Topologie besitzt, geniigt es zu zeigen, daB A A A- relativ- 
folgenkompakt ist. Sei g,eA OA, »=1,2,..., dann wird jede Abbildung 
n° Gy: W, > U,,c C™ durch m, beschrinkte holomorphe Funktionen gegeben. 
Nach Monret existiert eine Teilfolge g,, der g,, so das die Folge 7,0 9,, fiir jedes x 
gegen eine holomorphe Abbildung h,: W,, > U; konvergiert2) (x =1,..., k). Durch 
y, oh,: W,,—> U, wird eine holomorphe Abbildung go: X > X mit go = lim g,, ge- 
geben. Man darf annehmen, das auch die Folge der g,,' konvergiert. Daraus folgt, daB 
go: X — X biholomorph ist. Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 

Nach einem Satz von BocHNER-MontcoMERY ({2], Theorem A) ist jede lokal- 
kompakte topologische Gruppe, die effektiv auf einer komplexen Mannigfaltigkeit 
wirkt, eine reelle Liesche Gruppe. Da die Gruppe G effektiv auf der komplexen 


Mannigfaltigkeit M wirkt, ergibt sich: 
Hilfssatz 2. G ist eine reelle Liesche Gruppe*). 


1) Vergleiche dazu R. Remmert und K. Srern [11]. Zum Begriff der Normalisierung s. auch 
[6], Def. 32. 

2) Diese Aussage ergibt sich folgendermafen: Ist W ein komplexer Raum mit abzéhlbarer 
Topologie, so existiert nach [6], § 9, 3a, eine abgeschlossene Umgebung Q der nichtgewohnlichen 
Punkte von W, Q + W, so daB W die Konvergenzhiille von W— Q ist. Zu jeder beschrankten 
Familie von in W holomorphen Funktionen existiert nach Monren eine Teilfolge, die in der 
komplexen Mannigfaltigkeit W— @ und somit auch in W konvergiert. Nach [6], Satz 28’, ist die 
Grenzfunktion wieder in W holomorph. 

3) Hilfssatz 1 und Hilfssatz 2 wurden bereits von R. C. Gunnine [7] bewiesen. In dieser Arbeit 
wird auch darauf hingewiesen, daB sich der Satz von Bocuner-Montcomery fiir komplexe 
Raume verallgemeinern laBt. 
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3. Ist G@ eine reelle Liesche Gruppe der Dimension r und A, eine Koordinaten- 
umgebung von e€G, As: = {(91; w+ Gr) 2 Go reell, |g.| < 6,0 —=—1,..., r}, so be- 
zeichnen wir mit As die Menge Ay: = {(g1,---,9r) : Jo komplex, |g,|< 6,9 =1,...; ssgre 
Fiir hinreichend kleine 6 > 0 ist A, eine lokale komplexe Liesche Gruppe, in sige A; 
als Untergruppe enthalten ist. Es gilt: 


Hilfssatz 3. Hs sei A; eine lokale reelle Liesche Gruppe, die auf einem kompakten 
komplexen Raum X wirkt; f: Asx X — X sei die Abbildung von As x X in x . Dann 
wirkt fiir hinreichend kleines 6 > 0 auch die lokale komplese Liesche Gruppe A, auf X. 


Es gibt eine holomorphe Abbildung f: A,yX X > X mit f\As x Av=—1f,-80 ae die Be- 
dingungen a), b) von Definition 1 erfiillt sind. 


Wir fiihren den Beweis von Hilfssatz 3 im nichsten Abschnitt und zeigen jetzt, daB 


aus Hilfssatz 2 und Hilfssatz 3 der Satz folgt. Ist A; eine hinreichend kleine Um- 
gebung von ¢ € G, so wirkt nach Hilfssatz 3 die komplexe Liesche Gruppe A, auf X; 
daher wirkt A; auch auf der komplexen Mannigfaltigkeit M. Es sei H: = Ge A}: 


FG. x) = x fir alle re M }. S. BocunEr und D. Montgomery haben bewiesen, daB 
fiir jede lokale komplexe Liesche Gruppe A, die auf einer komplexen Mannigfaltigkeit 
wirkt, auch die Faktorgruppe A/H eine lokale komplexe Liesche Gruppe ist ([3], 


p. 662). A,|H wirkt effektiv auf X und ist daher mit @ lokal isomorph. Diese lokale 
Isomorphie definiert in G die Struktur einer komplexen Lieschen Gruppe. Die Ab- 


fe eget pete 


bildung / -A,x X + X ist nach Hilfssatz 3 holomorph. Aus der Definition der kom- . 
plexen Struktur in A;/H folgt unmittelbar, daB auch die Abbildung (A,/H \xx—>~X gq 


holomorph ist‘). 


4. Wir holen jetzt den Beweis von Hilfssatz 3 nach. Es gilt (S. BocHNER und D. 


MontcomeEry [1], p. 693, vgl. auch [8], p. 212): 


Ist G eine reelle Liesche Gruppe>), die auf einer komplexen Mannigfaltigkeit M 


wirkt, so ist die Abbildung G x M— i analytisch. 
Dabei heiBt eine Abbildung f: GQxM>M analytisch, wenn f lokal durch Funk- 


tionen hi, ee ae gegeben wird, fiir die in lokalen Koordinaten (91, ..., gr) € G, 
(21, --., 2n) € M, eine Entwicklung 
faGis-*- fs Gre 21p4+05 ea) >» Phat ee wae eek ie a rg 
Pry veey Urry Ot, ver Or ; 


gilt, die fiir alle reellen g,, |g,| < 6, und fiir alle komplexen z,, |z,| < e, konvergiert 
(U=1,....,2;9=1,...,r;» =], 5 a4 7h) 

Es sei nun V eine aiehe Menge in X, die zu einer komplexen Karte (V, , V’ c C™) 
gehort, U eine offene ve in X mit U cc V und A; eine Koordinatenumgebung von 
e€Gmit Asc {g eG: g(U)c V}. Dann werden die Abbildungen h : = nof|AsxU>V’ 


4) Vergleiche dazu L. S. Ponrrsaar [9], § 44, Hilfssatz, C. Cx 4 
K. Srexrn [12], Satz 2 [9], § Bes be ], p. 110, sowie auch 


°) Wir denken uns in G immer analytische Koordinaten eingefiihrt. 
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und h: = nogof|AsxU+V', 0: = g(U), durch Funktionen hi, ..., hm baw. 


hy, .. Pin gegeben. Die Funktionen ha, me hm sind in A, x (U AM ) analytisch. Wir 
AES nun folgenden Hilfssatz heran: 


Hilfssatz 4. H's sei h: As x U + C! eine stetige Funktion, die fiir festes ge A; holo- 


morph in U ist. In jedem uniformisierbaren Punkt der Normalisierung (U, y, U) set 
h(g, p(x)) analytisch. Dann existiert zu jedem offenen relativ- kompakten Teilraum Uo 
von U fiir hinreichend kleines 6 > 0 eine holomorphe Funktion h: Le x Uo > C1, so dap 
gilt : h| AX Op ih: 

Aus Hilfssatz 4 folgt, daB es eine holomorphe Abbildung 


~ 


— (hype. .5 un) Ag Uy > Om 


mit h| As x Uo = h gibt. Wir zeigen, daB h eine Abbildung in V’ ist. V’ ist eine 
analytische Menge in einem Polyzylinder Ec C™, also ist V’ genaues Nullstellen- 
gebilde von in # holomorphen Funktionen v,. Wegen h (As x U) c V’ ist 
V,0 h — 0 auf A, x U, daher ist v, 0 h auf A; x Ug identisch Null. Das bedeutet, daB 
h(As x Uo) in V’ liegt. Somit ist die Abbildung ip ear h: A> x Uo + V definiert. 

Wegen der Kompaktheit von X gibt es eine endliche Uberdeckung von X mit 
offenen Mengen Uj,...,Ux%, so daB jeweils Abbildungen f : Ax x U,— V,,; 
U,,cc V,,cc X, x =1,...,k, existieren. Ist U,, 1 U,,+ 9, so stimmen i und ia auf 
Agee Url. \, 40.0 == min (Oi;...5,,.0z), also eee ey A; xX (U,, 0 U,,), tiberein. 
Daher wird durch die ha eine holomorphe Abbildung f: As x X > X mit j [Asx X =f 
gegeben. < 

Ks gilt fiir alle gi, gg € As: | 91, i gz, «)) = f(91 + g2, x), weil diese Gleichung auf A; 
gilt. Fiir hinreichend kleines 6 existiert zu jedem g € As ein Inverses g-! und es gilt 
f(g-}, i(9 x)) = x. Daraus folgt, daB 1(9, x) bei festem g ein Holomorphismus von X 
ist. Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen. 


5. Wir beweisen nun Hilfssatz 4. Es sei N die Menge der nichtuniformisierbaren 
Punkte von U. Ist dann Xo € Get N, W eine J SUURIEN LS TS soya von Xo, 


WAN=o , und sind (z1,...,2n) die lokalen Koordinaten von z€ W, (94, «02. Gr) aie 
Koordinaten von g € A5, so ae 
h(g, #): =h(g, p(@)) = a7 Foy oP Or Bhi eevee gt gO o ove « gr 
es {irs Gol <0 (£0); 0.25 Liss git 
Setzen wir 
Oe Or (21, ..+52n) 2: = >»: Dy praatne Oishi Oy RRS lt, 
y 15 00 
so sind die Funktionen b, jun Op (21> «++» 2n) Offenbar _unabhangig von der speziellen 


Wahl des lokalen Ecoriikiecaysieie Somit sind in U — N holomorphe Funktionen 
by. 0, (#) definiert. Aus dem Satz von RIEMANN folgt, daB die bes on (#) in ganz U 
Folatior ph fortsetzbar sind. 


deere 
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Ein Satz von H. Gravert und R. NSE ({6], Hilfssatz 4) besagt, daB « es Zu 
dem relativ- kompakten Teilraum Uo: = = (Uo) von U eine offene Menge 01 mit 
% cc U1 ‘ae U und eine Umgebung Q von N gibt, so daB U i— Q) nicht leer ist und ~ 
fiir jede in Uy holomorphe Funktion f gilt: sup lf ( Uo)| < sup |f(O1 = Q)|. Ui1— a4 
liegt relativ kompakt in aa: N; daher gibt es ein 6 > 0, so daB 

D. irs he (%) «gate eres ger 


01, «Or 


fiir alle z¢ U; — Q und alle Jo mit t | Go| < 06,0 =1,...,7, absolut und gleichmaBig — 

konvergiert. Wegen sup |e. i aed (Uo) )| < sup oer UES Q)| konvergiert diese 

Reihe fiir alle x € ap 
Die Funktion 


h(g, x) = h( g,Y7 er Pe, vi _ (x) - To ni 


ist fiir jedes g auf den Fasern von ¢ konstant, also ist es auch jede Funktion bo, Ms o,()« 


Es gibt daher Funktionen b,,,.: U C1 mit b, Te op = Coa, us 0p 2 P> die in U schwach 
holomorph sind®), Die Reihe 


Sp Dos, uesop (%)* GT 8° G7? = hg, #) 
konvergiert auch fiir alle eas Jos lo < 06,0 =1,...,7. Die durch 
h(g, x) —— » MR HEIN ae a 
Qi, ++, Or 


in A 5 X Uo definierte Funktion ist sechwach holomorph. 


Wir haben noch nachzuweisen, daB hg, x) in Asx Uo holomorph im iiblichen Sinne 
ist. Es sei V eine abgeschlossene Umgebung der nichtgewdhnlichen Punkte?) von Uo, 
so daB die Konvergenzhiille von Uy — V gleich Up ist8). In der komplexen Mannig- 
faltigkeit Ug — V gibt es eine Riemannsche Metrik und ein zugehériges Volumen- 
element do, so daB Up — V beziiglich do einen endlichen Inhalt besitzt). Ist der 
Vektorraum aller in Up holomorphen Funktionen f mit I | f|2do < 00, so existiert 


nach einem Satz von H. GraveErt ({5], Hilfssatz 2) in D ein abzihlbares vollstandiges _ 

Orthonormalsystem {s,,}. Wir diirfen annehmen, daB h(g, x x) in Ay X Uo beschrankt 

ist. Fiir festes reelles g € A, ist dann h(g, x)Eh. | 
Daher ist 


co 


h(g, %) = >" cu(g) + su (2) 


u=1 


6) Kine Funktion hei8t in U schwach holomorph, wenn sie stetig und in allen gewéhnlichen — 


Punkten von U holomorph beziiglich der dort definierten lokalen Koordinaten ist. 
*) Siehe [6], Definition 31. 


*) Vergleiche H. Graver [5], Definition 9, sowie H. GRavERT und R. Remmert [6 9, 3. 
a 
%) Siehe [5], Hilfssatz 2, und [6], Beweis von Hilfssatz 4. a Ae 
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mit 
Cx(9) aos h(g, 2) 8, (2) do 
iy 
_ Fir reelle g € A; gilt: 
cu(g) = f Doss anon () * 98+ +++ + GPF 8, () do = 
To-V 01, os Op 
=a pe gets +++ ger f OG (x) +s u(X) sy (a) do = d On, 01, eae : mo 
Q1, +++, Or U.-V Osa 
wobei 
dy, Qi, ++, Or Sad / 05, seep OO (x) 3 Su (x) do i 
U,-V 
Somit ist 


h(g, x) = a tu Onisor GL. Oe -Su(x)- fir ge Az,2e09—V. 


Hy Q1,+ 


~ Nach Wahl von V konvergiert diese Reihe fiir alle.z ¢ Up und ge vis Aus der Voll- 
stiindigkeit des Vektorraums der in A, x Uo holomorphen Funktionen ([6], Satz 28) 
folgt, daB h (g, z) in Ay xX Up holomorph ist. 

Damit ist der Satz vollstandig bewiesen!°), 


6. Wir geben noch einige Folgerungen an. 

Fiir festes x € X ist. Pa (9 ) : = g(x) eine holomorphe Abbildung von G in X. Die 
Isotropiegruppe J, = Pn, (zp) ist eine analytische Menge in G. Ist g ein gewohnlicher 
und h ein beliebiger Punkt von J,,, so wird durch die biholomorphe Abbildung 
h-g1:I1,, > I, (d.h.a—+>h-g+-a fir ae I,,) der Punkt g in h abgebildet. Da der 
Begriff des gewohnlichen Punktes invariant gegentiber biholomorphen Abbildungen 
ist, folgt, daB auch 4 ein gewohnlicher Punkt von J, ist. Damit haben wir gezeigt: 


Die Isotropiegruppe I, jedes Punktes xp € X ist eine komplexe Liesche Gruppe. 


- Der homogene Raum G/JI,,, kann mit der Struktur einer komplexen Mannigfaltig- 
keit versehen werden (vgl. [4], p. 110, sowie [9], § 44, Hilfssatz). Die Gruppe G wirkt 
transitiv auf der Bahn G',, = ~,,(G@). Es gibt eine eineindeutige stetige Abbildung 
wy: G/I,, > G,, von G/I,, auf G,,. Man iiberlegt sich leicht, da G Vereinigung ab- 
zahlbar vieler kompakter Teilmengen ist. Daher ist nach L. 8. PoNTRgaGIN [9], Satz 
20, y eine topologische Abbildung. G,, ist somit ein komplexer Unterraum von X im 
Sinne von R. Remmert [10]. Aus [10], Satz 27, folgt dann: 


Die Bahn G,, eines Punktes xo € X ist eine komplexe Mannigfaltigkert. G,, ist eine 
lokal-analytische Menge in X. 


Nach Bocuner-MontcomMERyY [3], Theorem 3, ist jede in G,, beschrankte holo- 
-morphe Funktion auf jeder zusammenhingenden Komponente von G,, konstant. 


10) Aus dem Beweis ergibt sich, das auch die Gruppe der schwach holomorphen Automorphis- 
men eines kompakten komplexen Raumes eine komplexe Liesche Gruppe ist. 


a SE er Re Sa eS SP ey te lea ee 
a a*. e + of 


288 H. Kerner . ARCH. MATH. 

Literaturverzeichnis ; ; i 

[1] 8. Bocuner and D. Montaomery, Groups of differentiable transformations. Ann. of Math. : 

46, 685—694 (1945). [ 

[2] S. Bocuner and D. Montaomerry, Locally compact groups of differentiable transformations. ; 

Ann. of Math. 47, 639—653 (1946). : 

[3] S. Bocuner and D. Monrcomery, Groups on analytic dannitclaa: Ann. of Math. 48, 659—669 ; 
(1947). 

[4] C. CHEVALLEY, Theory of Lie Groups. Princeton 1946. ae 


[5] H. Gravert, Charakterisierung der holomorph-vollstandigen komplexen Raume. Math. 
Ann. 1838, 328—370 (1955). 
[6] H. Gravert und R. Remmert, Komplexe Raéume. Math. Ann. 136, 245—318 (1958). 3 
[7] R. C. Guynrne, On Vitali’s Theorem for Complex Spaces with Singularities. J. Math. Mech. 
8, 133—141 (1959). 
[8] D. Montcomery and L. ZipPin, Topological Transformation Groups. Interscience Publi- — 
shers, Inc., New York. ~ i 

[9] L. 8. PONTRIAGIN, Topologische Gruppen. B. G. Teubner, Leipzig 1958. 5 
[10] R. Remmert, Holomorphe und meromorphe Abbildungen:komplexer Raume. Math. Ann. — 
188, 328—370 (1955). : 


[11] R. Remmerr und K. Stern, Higentliche holomorphe Abbildungen. Math. Z. 78, 159— -189 
(1960). 


[12] K. Srery, Analytische Zerlegungen komplexer Raume. Math. Ann. 132, 63—93 (1956). 


Eingegangen am 17. 3. 1960 


Fae aa LS Sn Pye omy 
Sar ee a ee SR ene Sass 


SoS) 


es. 
= Gas 


4 


fe 
— 


wt 
ose ts 


Vol. XI, 1960 ; 289 


Sur Papproximation uniforme des opérateurs linéaires compacts 
par des opérateurs non linéaires de rang fini 


Par Ivan Singer a Bucarest 


Un résultat classique de J. Leray et J. Scuaupzr ([4], lemme 2) nous apprend 
que toute application compacte!) T d’un espace de Banach E dans un espace de Banach F 
est la limite untforme?) d’une suite {T'n} d’applications bornées continues de rang fini. 

Nous nous occuperons du cas particulier ot. 7 est aussi linéaire. Dans ce cas, 
comme on le sait, un probléme trés important est de savoir s’il existe des 7’, ayant 
les propriétés ci-dessus et, en outre, linéaires; ce probléme est resté non résolu 
jusqu’a présent 3). 

Bien entendu, le résultat ci-dessus de J. Leray et J. SCHAUDER nous donne, en 
_ particulier, une certaine indication sur la nature des applications linéaires com- 
pactes 7’ de # dans F. Mais, ce résultat ne nous dit rien concernant les propriétés 
de linéarité des 7’. De plus, il est facile de voir, par exemple, que les opérateurs 7’, 
construits dans [4] ne sont pas homogénes. 

Le but du présent travail est de donner quelques améliorations, dans ce sens, du 
résultat ci-dessus de J. Leray et J. ScuaupEr. Les opérateurs continus de rang fini 
qui y figurent seront homogénes et auront certaines autres peropuetes qui les rappro- 
chent aux opérateurs linéaires. 


Donnons d’abord le 


Théoréme 1. Soit T une application linéaire compacte d’un espace de Banach E dans 
un espace de Banach F. Pour tout entier positif n il existe alors une application T,, de H 
dans F et un sous-espace linéaire fermé A\™ de Vespace E, ayant les propriétés suivantes: 


(1) Tn est de rang fini. 
(2) Ty(ax) =aT yx 
pour tout scalaire « et tout xe H. 


(3) Tn est uniformément continue sur E. 


1) Nous disons qu’une application 7’ d’un espace de Banach # dans un espace de Banach F est 
compacte, lorsque l’ensemble T'S = {7'x |||x|| S 1} est relativement compact. 
2) C’est-a-dire 
lim sup || 72—T7n2|| =0. 
n—>oo |lx||S1 
3) Pour les résultats partiels connus jusqu’a présent, voir [5] et [3]. 
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(4) Il existe un nombre M = M(T)>0 tel que Von ait 
|Tnv| <M|T2| pour tow xek. 
1 ‘ 
(5) |Tn(x+y)—Tnx—Try| Fy pour tout x,yeS, 


ow S désigne la boule wnité {x | ||x|| S 1} de £. 
(6) |2n(a+y)— Tnx —Tny| SK(n, T) pour tout xe S, ye, ow lim K (n, T) = 0. 


n—>oco 
(7) AM =N +H, ot N désigne le noyau {x|T'x = 0} de T et dimH™ < + 00. 
(8) H®McH@c...cH™c... 
donc 


AWEAG Care Amer... 


(9) Dna =T'x pour tout xe A™; done Tp est linéaire sur le sous-espace A. 


(10) T,(aty)=Tnx+Tny pour toutxeA™, ye. 
(11) ~ sup |Tae— Tp one 
|zll S21 n 


Démonstration. Comme 7’ est compacte, 7'H est séparable, donc on peut munir ~ 
son adhérence 7H d’une norme strictement convexe ||| ||| équivalente 4 la norme 
initiale || || ({2], théoréme 9). Or, la norme ||| R||| = sup ||| Rx||} sur B(Z, TE)4) 

\|z||S1 


est alors évidemment équivalente 4 la norme uniforme. Par conséquent, il suffit de 
démontrer le théoréme en supposant T'E strictement convexe, et en remplacant dans (5) 
et (11) 1/n par C/n, ot C est une constante positive arbitraire donnée d’avance; nous 
désignerons les formules ainsi modifiées par (5’) resp. (11’). 
Soient done 7'# strictement convexe et C une constante positive arbitraire. 
Comme 7' est compacte, l’ensemble 7'S est relativement compact, donc il posséde 5) 
un C/12 n-réseau fini 


(12) LR pony 1 Samay (SS a¥ aks V2 OD) Ne . 
(En général, les éléments (12) ne sont pas linéairement indépendants.) 


Désignons par Py, lapplication qui fait correspondre, & chaque élément ze TE, 
son ,,élément de meilleure approximation‘ dans le sous-espace linéaire 


4) Nous désignons par Bz, TE) Vespace de toutes les applications bornées (c’est-d-dire telles 
que RA soit borné dans 7’ pour toute partie bornée A de HZ) et homogénes de # dans TE, et 
nous appelons norme uniforme sur B(E, T'E#) la norme z 


|| R|| = sup || Ral]. 
aL \|v|| S12 
Muni de cette norme, 8 (#, 7'#) devient un espace de Banach. 


ee ee C 47: C 
5) En effet, on n’a qu’d choisir un —— — ¢1-réseau fini de T S, ou 0 < 61<75-, et & remplacer 
12” 12 


ensuite tout élément de ce réseau par un élément de 7'S' ¢1-voisin. 
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GO == PP xh ees Dey sHishy OT) urs Mince | 
de TH engendré par les Ta¥(l<i<m(k);1<k< n), cest-a-dire 1’élément 
g(z)EG™ vérifiant 
7 lz —9(@)|| = inf lz — gl]; 
geG(n) 


comme le sous-espace G) est de dimension finie < m(1) + +++ + m(n), et comme 
E est strictement convexe, l’élément g(z) ci-dessus existe et il est unique pour cha- 


_ que z, done l’application P, est bien définie. 


Nous allons montrer que l’application 7’, de H dans F définie par®) 


(13) Tn = PT; 


et le sous-espace linéaire fermé 


(14) A(m) = N + H(m) 
de #7), ou N et H™) désignent respectivement le noyau de 7’ et le sous-espace 


il 1 n n 
[Wa se Manctys +22 Tr» «25 Vancnyl 


engendré par les a¥ (1 <i < m(k);1 <k <n) jouissent de toutes les propriétés 


_ voulues (1)—(11). 


En effet, (1) est évident, puisque 7’, # = G(™. Les propriétés (2), (3) et (4) sont 
également immédiates, en vertu des suivantes propriétés bien connues de l’applica- 
tion Py: 

(15) Pn(az) =a Pnz pour tout scalaire « et tout ze TH, 
(16) Py, est uniformément continue sur 77, 


7 4] Pn2| <2|z|| pour tout ze TH8). 


En vertu de (3) et (4) il existe un nombre 6(n) > 0 tel que l’on ait, pour tout 


xed(n)S et ye, 


| Pale ty) —Pn2—Pay| S| Pa@+y)—Tay| +1 Tr2] < 
<—+ MIP] d(n), 
d’ot il suit la propriété (6). 


6) Remarquons qu’il y a une certaine analogie entre la construction ci-dessus et une construc- 
tion de N. Anonszayn et K. T. Smiru [1]. Notamment, pour H = [7'"x]°2, et strictement con- 
vexe, et ot 7’ ¢ £(E, E) est compact, ils ont considéré les opérateurs 7, définis par 


Tnx = PyTx pour toutre L™), 


ou L(”) = [ao, Tx, ..., [1x9] et ot FP, désigne Vopérateur qui attache 4 chaque xe # son 
élément de meilleure approximation dans #(”). Les 7, sont alors linéatres (mais ils ne sont dé- 
finis que sur #()), 

?) (14) n’est pas, en général, une somme directe. Il est facile de vérifier qu’elle lest si, et seule- 
ment si, les 7'x*¥ (1 <i S m(k); 1 S k <n) sont linéairement indépendants. 

8) On yoit aussi que si 7'# était strictement convexe d’avance, on pourrait prendre dans (4) 
M = 2; la constante M = M(7) est entrée dans (4) 4 cause du fait que 7'H n’est, en général, 


" qu’isomorphe a un espace strictement convexe (voir le début de la démonstration). 


20* 


\ e ¥ yaa inl rid ee fee | ami Py ,* « & ie bad > ym S Au’ le ha 1 Aletta 8 vey FEV eat wn ree) 
7 ' \ - OY, Tr ‘ oe MAS  . “A Ms 
J > 
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Les propriétés (7) et (8) sont évidentes par la définition (14) de A et la définition 
de H(™), ; . 
Siz ¢ A(™), on peut trouver deux éléments 2’ € N et 2c H™, tels que x = 2” ae 
Compte tenu de Tx’ = 0, de Py Tx” = Tx" et de la linéarité de 7’, on obtient alors 
T= PyTo= Pyle +72") =S Pale! = Te"! = Te Te =Tr,* 


ce qui n’est autre que (9). 
De plus, en vertu de la méme décomposition de x ¢ A™ et de la propriété bien 

connue 

(18) Png +2) = Png + Paz (geQ, ze TE), | 

de l’opérateur Pn, on a, pour tout re A™ et ye, ! of 

Tr(ety)= Tale +a’ +y)=Pa(Ta'4+ T2"+Ty)= Pa( Tal + Ty) = 

= P, Ta"! + PaTy= Pa(f2+ Tx") Pally =Tert+T ay, 


ce qui prouve (10). 


2 tet ei Ly lim gi ta No re oprah same aal yriie ahae 


a a 


Soit maintenant x¢S arbitraire. Comme (12) est un C/12n-réseau de 7'S, il | 


existe un élément 7'x? tel que 
|T2e— Tot] <i. 
D’autre part, en vertu de (9), (10), (4).et de cette derniére inégalité, on trouve 
| Pat — Tx] =| Pn2% — Trxl =| Pale? —2)| <2) Te —2)| = 
; =2| Ta — Tal <<. 
Il s’ensuit alors que | 
|P2— Tx] S| Po— Tar] + | Tat — Taz] <p, 


d’ou, comme xe V8 a été arbitraire, on tire (11’). 


Enfin, la propriété (5’) est une conséquence immédiate de l’inégalité ci-dessus, — 


de (2), et de la linéarité de 7’. En effet, on a, pour tout 2, y € S, 


| Pn(e+y)—Tax—Tny| S| Pa(a+y)—T(x+y)| +) T@t+y)—Te—- Ty||+ ; 


+ | Pe-Tax| + 2y— Tal <plzt+yltiel+iy) <<. 


Le théoréme 1 est démontré. 
Remarque. 1, est linéaire sur E si, et seulement si, Py est linéaire sur TE. 


Dans le cas ot lespace H est séparable, et, plus généralement, quand E/N est — 
séparable, on peut choisir les A” de fagon qu’on puisse ajouter aux propriétés § 


ci-dessus la propriété suivante: 
(8’) (JA est partout dense dans E. 
n=1 


En effet, cela résulte du suivant renforcement du théoréme 1: 


Théoréme 2. Soit T wne application linéaire compacte d’un espace de Banach E dans — 
wn espace de Banach F. Pour tout entier positif n et tout sous-espace linéaire fermé W 


de Vespace E, de la forme W = N + U, ou N = {xe H|Tx =0} et dim U < +00 


> 
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ul existe une application Tn, yw de E dans F ayant les propriétés (1)—(6), (11) et 
(9’) Pn,we = Tx pour tout xeW, 
(10’) Tnwle+ty)=Trwe+t+Tn, wy pour toutxeW,yek. 


Pour la démonstration de ce théoréme, on n’a qu’é modifier légérement la con- 
struction faite dans la démonstration ci-dessus du théoréme 1, en prenant comme P», 
Vapplication qui fait correspondre 4 chaque élément z € T'E son élément de meilleure 
_ approximation dans le sous-espace linéaire (de dimension finie!) 


TU + Gm) = T(U + H™) 


de TE. On trouvera alors que (9’) et (10’) sont vraies méme avec W + H™ au lieu 
de W; cela, 4 son tour, entraine (11’). 
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Zur Verallgemeinerung des Zweischeitelsatzes bei ebenen Kurven 


Von Orro Haupt in Erlangen 


1. Unter den zahlreichen Beweisen des sogenannten Vierscheitelsatzes kommen hier 
nur die rein geometrisch operierenden von MuKHopapHyayYa [6], [7] *) und A. KNE- 
SER [4] sowie H. KnxsEr [5] in Betracht**). Dabei sind die Kneserschen Beweise inso- 


fern die weitertragenden, als sie den Vierscheitelsatz fiir (stetig gekriimmte, im ~ 


iibrigen) beliebige Jordankurven C liefern, wahrend beim Beweis von MUKHOPADHYAYA 
von den (stetig gekriimmten) Kurven C gefordert wird, daB die Schnittpunkte von C 
mit jedem Kreis K bei geeigneter Orientierung von C und K gleiche Reihenfolge auf C 
und auf K besitzen. Demgegeniiber fiihrt aber der Beweisgedanke von MuKHOPAD- 
HYAYA unmittelbar zu Verallgemeinerungen. Diese bestehen unter anderem und vor 
allem in der Ausdehnung des Vierscheitelsatzes auf Systeme f von Kurven K (an 
‘Stelle der Kreise), deren jede — kurz gesagt — durch 3, und noch allgemeiner durch k 
Punkte von C eindeutig bestimmt ist ((/-+ 1)-Scheitelsatz; k = 3). Die Méglichkeit 
dieser Verallgemeinerungen ist begriindet in dem, im wesentlichen, topologischen Cha- 
rakter der Uberlegungen von MuKHopapHyaya. Dieser Umstand fiihrt zur Frage, 
inwieweit die, auch von MuKHOPADHYAYA an C gestellte Differenzierbarkeitsforde- 
rung fiir die Giltigkeit des Vierscheitelsatzes (und allgemeiner des (k-+- 1)-Scheitel- 
satzes) notwendig ist. Ein einfaches Beispiel, nimlich ein Oval ohne durchweg stetige 
Kriimmung, welches genau zwei Scheitel besitzt, zeigt, daB ohne eine Differenzier- 
barkeitsforderung héchstens ein Zweischeitelsatz gilt. Mittels des Beweisgedankens 
von MuKHOPADHYAYA ergibt sich dann, da ein solcher Zweischeitelsatz fiir jede, 
den iibrigen Forderungen von MukKHOPADHYAYA geniigende Kurve C besteht (vgl. 
Nr. 3). 


2. Die in Nr. 1 angedeutete Tragweite der Methode von MuKHoPADHYAYA legt die 
Frage nahe, ob sie sich nicht auch fiir den Beweis des Kneserschen Vierscheitelsatzes 
nutzbar machen und ihn damit auf allgemeinere Kurvensysteme f mit k = 3 aus- 
dehnen 1aft. Dabei werden wir zunichst von Differenzierbarkeitsbedingungen ab- 
sehen, also festzustellen haben, ob der Zweischeitelsatz fiir beliebige Jordankurven 
und beliebige Kurvensysteme f mit k = 3 (und nicht nur speziell fiir Kreise) gilt. 
Die hiermit bezeichnete Verallgemeinerung ist nun in der Tat richtig. Zweck der 
folgenden Zeilen ist, sie genauer zu formulieren und einen Beweis zu skizzieren, bei 
welchem gerade der Beweisgedanke von MuKHOPADHYAYA nutzbar gemacht wird. 

Hiner spateren Mitteilung soll die Angabe von Bedingungen fiir C (im Sinne der 
direkten Infinitesimalgeometrie) vorbehalten bleiben, welche méglichst schwach ge- 


*) Zahlen in eckiger Klammer verweisen auf das Literaturverzeichnis am Schlu8 der Note. 
**) Bei Kneser baw. MuKHOPADHYAYA ist ein Scheitel erklart als Punkt extremer Kriim- 
mung bzw. als Punkt von mindestens der zyklischen Ordnung Vier (vgl. Nr. 3). 
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halten sind und bei deren Hinzunahme der Vierscheitelsatz fiir eine (bis auf die 
Infinitesimalbedingung) beliebige Jordankurve und ein System f mit k = 8 gilt. 

Ob eine Ausdehnung der Untersuchung auf den Fall & > 3 méglich ist, muB vor- 
laufig noch dahingestellt bleiben. 


3. Zwecks Formulierung des in Aussicht genommenen Zweischeitelsatzes wieder- 
holen wir zur Bequemlichkeit des Lesers bekannte Definitionen: Es sei @ ein (be- 
schranktes) Gebiet in der euklidischen Ebene H2, welches begrenzt ist von einer 
Jordankurve J, d. h. von einer einfachen geschlossenen Kurve (topologisches Kreis- 
bild). Als Grundgebilde sei in G vorgegeben eine beliebige Jordankurve C. AuBer- 
dem sei gegeben ein System £ von sogenannten Ordnungscharakteristiken K. 
Dabei soll jedes K ef in G =G UJ enthalten und entweder eine Jordankurve mit 
héchstens einpunktigem K MJ sein oder ein Jordanbogen mit den Endpunkten a 
_ und 6 derart, dafB K OJ = {a} U {b}. Ferner soll £ zur Grundzahl k = 3 gehoren, 
d.h.den folgenden Forderungen geniigen: (I) Existenz und Eindeutigkeit von K. 
Sind x;¢C,7 =1, 2,3, beliebige (verschiedene) Punkte von C und ist U; eine hin- 
reichend kleine Umgebung von 2; inG, so gibt es zu beliebigen y; ¢ U; genau ein K ef 
mit y¥;¢ K,i=1, 2,3; tiberdies haben je zwei Ordnungscharakteristiken héchstens 
_ zwei Punkte gemeinsam, so daB jedes K € f durch drei seiner Punkte eindeutig be- 
stimmt ist. — (II) Stetigkeit der Ordnungscharakteristiken. Sind 2, 7 = 1, 2, 3, 
irgend drei Punkte von CO K’ mit K’e f und ist V eine Umgebung von K’ im’ Raum 
der Kompakta von G, so liegt jedes K ef durch drei zu den z in G hinreichend 
benachbarte Punkte z,¢G in V (vgl. dazu [2], Nr. 1.1). 

Als f-singular oder als f-Scheitel von C wird jeder Punkt xéC bezeichnet, in 
dessen beliebig kleiner Umgebung auf C vier (oder mehr) Punkte existieren, die auf 
dem gleichen K é f liegen. 

Unsere Behauptung lautet nun: 

Verallgemeinerter Zweischeitelsatz in der Ebene Ey: Jede Jordankurve C 
im Grundgebiet besitzt mindestens zwei £-Schertel; dabei ist £ ein beliebiges System.von 
Ordnungscharakteristiken mit der Grundzahl k = 3. 


4, Skizze des Beweises. Wie in Nr. 2 angedeutet, handelt es sich darum, einen 
Ansatzpunkt fiir die Methode von MukHopapHyaya zu finden. Nun beruht aber 


diese Methode auf der folgenden Bemerkung: Es seien 21, ... , 4 Punkte von CO K 
derart, daB — bei geeigneter Orientierung von C und von K — die z% in der Reihen- 
folge 21, ... , 24 unmittelbar aufeinander folgen sowohl auf C als auf K; ,,unmittelbar** 


heiBt dabei, daB zwischen den z; keine weiteren Punkte von CN K liegen. Fiir solche 2% 
gilt dann: Halt man irgend zwei der z; fest, etwa 21, 22, und lat eines der iibrigen, 
etwa 23, monoton und stetig auf C wandern, so wandert das noch iibrige der z;, hier 
also 24, ebenfalls monoton und stetig auf C, und zwar in entgegengesetzter Richtung 
_ (wie 23), wenigstens solange, als zwischen den z keine neuen Punkte auftauchen 
(,,gewonnen werden‘‘) (Monotoniesatz). — Nun sind bei einer beliebigen Jordan- 
kurve O derartige vier z; im allgemeinen nicht vorhanden. Indes gilt der Monotonie- 
satz auch unter der etwas schwacheren Annahme, da8 — kurz gesagt — die 2; nur 
auf C unmittelbar aufeinander folgen, wahrend sie auf K zwar in der Reihenfolge 


z1,..-, 24 aufeinanderfolgen, dabei aber zwischen ihnen noch weitere Punkte von Cn K 


a. 
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liegen diirfen. Genauer : Es seien C und K orientiert. Folgen dann die 21, 1, 24ECNK 


in dieser Reihenfolge auf C bzw. K im Sinne der Orientierung von C baw. K auf- — 


einander, so heiBen sie C- bzw. K-konsekutiv. Sind die z; gleichzeitig C- und K-kon- 
sekutiv, so heiBen sie direkt konsekutiv, wenn fiir den von z, und z4 begrenzten, 
zo und 23 enthaltenden Teilbogen C(z1, z4) von OC bzw. K (21, Z4) von K gilt: 


C (21, 24) VK (21, 24) = {21} U (22} U {2a} U (e4}. 
Nunmebhr heiBe ein 4-tupel von Punkten z;«O0N K ausgezeichnet, wenn die 21,..., 24 
in dieser Reihenfolge direkt konsekutiv sind und wenn tiberdies 
C (21, 24) O K (24, 21) = C (22, 23) 0 K (2a, 21) 


ist und eine gerade Anzahl Punkte enthalt; dabei sei 

C(z1, 24) = CO (a1, za) — {21} — {2a} und K (24, 21) = K—K (21, 24) 
und C (zg, z3) der von zg und zg begrenzte offeneTeilbogen von C(z1, 24). Fiir ein sol- 
ches ausgezeichnetes 4-tupel gilt der Monotoniesatz. 


4.1. Zunachst sei CO K endlich fiir jedes K € f. Man zeigt: (I) Jedes CO K enthailt, 


wenn mindestens vier Punkte, dann ein ausgezeichnetes 4-tupel. — (II) Wendet man ~ 


auf ein solches ausgezeichnetes 4-tupel (z1, ... , 24) den Monotoniesatz an, so gelangt 


man zu einem (neuen) ausgezeichneten 4-tupel (z;,... , 24) mit C(z;, 24) c C (21, 24). — 


— (III) Durch geeignete Anwendung des Monotoniesatzes auf (z;,... , 2) und Fort- 
setzung dieses Verfahrens erhalt man eine absteigende Folge von ausgezeichneten 
A.tupeln (24, ..2,24), d.h. mit C(z{*}, 24+) c C(2t, 24), derart, daB die 2,¢ = 1, 
..., 4, mit » > oo gegen einen Punkt z¢C konvergieren (Kontraktionssatz). Defini- 


tionsgemaB ist also z ein f-Scheitel, wobei 2 € C (21, 24). — (IV) Die Existenz (minde- 4 


stens) eines f-Scheitels z ist damit gesichert. Nun laBt sich aber zu z ein ausgezeich- 
netes 4-tupel (yi,..., ya) finden, derart, daB z¢ C—C (yj, y4) ist. Nach (III) existiert 
ein f-Scheitel 2’€ C(y1, ya), so daB z+ 2’. Damit ist die Existenz (mindestens) zweier 
f-Scheitel z, 2’ auf C nachgewiesen, falls alle CX K endlich sind. 


4.2. Ist CCK unendlich fiir (mindestens) ein K ef, so ist jeder Hiufungspunkt 
von C/K ein f-Scheitel. Beim Beweis des Zweischeitelsatzes gentigt also die Be- 
trachtung des Falles, daf nur ein einziger derartiger Haufungspunkt existiert (also 
der namliche fiir alle K), etwa 2’. Fiir eine beliebig kleine Umgebung U’ von z’ auf C 
ist dann (C—U’)K endlich fiir jedes K € f. Fiir hinreichend kleines U’ ergibt sich 
jetzt die Existenz eines ausgezeichneten 4-tupels (z1,..., 24) in C—U’, d.h. mit 
C(z1, 24) CC — U’, und wie in Nr. 4.1 die Existenz eines f-Scheitels z, der in 0 — U’ 
liegt und folglich vom ersten £-Scheitel z’ verschieden ist. 


5. Erganzende Bemerkungen. 


5.1. Im Falle der scharferen, von MukHopapnyayYa geforderten Eigenschaft (von C 
und f), daB (bei endlichem C7 K)samtliche Punkte (von CO K) C- und K-konsekutiv 
sind (auf C bzw. K), gilt iiber den Zweischeitelsatz hinaus: Enthalt O07 K maximal 
mindestens 3 ¢ + 1 Punkte, so gibt es mindestens ¢ + 1 £-Scheitel (¢ = 1). Im Kneser- 
schen Falle, in welchem diese Konsekutivitat nicht gefordert wird, ist schon die eben 
erwahnte Verallgemeinerung des Zweischeitelsatzes nicht mehr richtig; dies zeigt das 


. , 
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Beispiel einer Jordankurve C, die als Vereinigung zweier geeigneter, monoton ge- 
krimmter ,,Spiralen“ mit beliebig groBer Windungszahl darstellbar ist, wenn die 
Kreise als Ordnungscharakteristiken gewahlt sind. 


5.2. Im Beweise von A. Knuser [4] wird der Vierscheitelsatz fiir ein C (vermége 
stereographischer Projektion von C auf die Sphare und darauffolgender Zentral- 
projektion aus einem Punkte des stereographischen Bildes von C in die projektive 
Ebene P2) zuriickgefiihrt auf den folgenden Satz von Méstus: Jede unpaare differen- 
zierbare Jordankurve in der projektiven Ebene P2 ohne Spitzen besitzt mindestens 
drei Wendepunkte. — Dieser Satz von M6stus gilt unabhangig von der Differenzier- 
barkeitsbedingung, sofern man das Wort ,,Wendepunkt“ in etwas erweitertem Sinne 
interpretiert, namlich in folgendem Sinne: Man bezeichne als singular (beziiglich des 
Systems der Geraden in P) jeden Punkt von C, in dessen beliebig kleiner Umgebung 

_ auf C mindestens 3 Punkte auf der gleichen Geraden liegen (vgl. die Definition des 

_f-Scheitels in Nr. 3). Jeder isolierte singulaére Punkt ist dann entweder Zentrum von 

Spiralen oder ein Schnabel oder ein Dorn. Rechnet man nun, was durch die Méglich- 

_ keit einer Abrundung motiviert ist, jedes Spiralzentrum und jeden Schnabel fiir einen 

_ Wendepunkt und. jeden Dorn fiir zwei Wendepunkte (und — der Vollstandigkeit 

wegen — jeden nicht-isolierten singularen Punkt fiir einen Wendepunkt), so bleibt der 

Satz von Mostvs auch fiir nicht-differenzierbare oder Spitzen enthaltende ,,unpaare”’ 

_ Jordankurven giltig. Bemerkt sei noch, daB in euklidischen Raumformen von zwei 
Dimensionen, der Satz von Mostus sich wesentlich modifiziert. 

Der Beweis sowohl des Zweischeitelsatzes in Nr. 3 als des von Differenzierbarkeits- 
forderungen freien Mobiusschen Satzes wird an anderer Stelle gegeben werden. 
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Inhaltsmessung im R; konstanter Kriimmung 


Von JoHANNES BOum in Jena) 


1. Einleitung. Zur Inhaltsbestimmung von mehrdimensionalen Polyedern in Rau- 
men konstanter Kriimmung unterteilen wir diese Polyeder zunadchst in Simplexe. 
Letztere zerlegen wir dann fiir die weiteren Untersuchungen durch wiederholte Lot- 
konstruktionen in ganz spezielle Simplexe, die wir wie ScHLAFLI [14]?) Orthoscheme 
nennen wollen. Bei der Inhaltsbestimmung von Orthoschemen in Raéumen konstanter 
Kriimmung hat CoxeTer [3] im Jahre 1935, an LoparscHEFsky [10] und SCHLAFLI 
[14] ankniipfend, den dreidimensionalen Fall in sehr befriedigender Weise erledigt. 
1954 hat dann P. MiuueER [12] fiir das fiinfdimensionale asymptotische Orthoschem 
in einem Raume konstanter negativer Kriimmung einen Weg zur Inhaltsberechnung 
angegeben. Leider laBt sich dieser Weg, wie MULLER festgestellt hat, nicht bei Ortho- 
schemen hdherer Dimensionen beschreiten. Hier soll nun eine Methode zur Inhalts- 
bestimmung eines fiinfdimensionalen Orthoschems in einem Raume konstanter (posi- 
tiver oder negativer) Kriimmung besprochen werden, die fiir den Zugang zu Ortho- 
schem-Inhalten in héheren Dimensionen unentbehrlich erscheint und eine vergleichs- 
weise iibersichtliche Inhaltsformel liefert. Diese Methode ist eine sinnvolle Ver- 
allgemeinerung des CoxeTEeRschen Vorgehens. 


2. Das Orthoschem S( in einem Raume konstanter Kriimmung. Betrachten wir 
das Orthoschem S(”) der Dimension n — 1 in einem (n — 1)-dimensionalen Raume 
konstanter Kriimmung ko. Diese normieren wir auf kg = +1, wenn sie von Null ver- 
schieden ist (also bei sphdrischer bzw. hyperbolischer Metrik). Den ewklidischen Sonder- 
fall mit der Kriimmung Null behandeln wir hier nicht, da fiir diesen der Orthoschem- 
Inhalt ohne weiteres in Gestalt einer Determinante angegeben werden kann. n be- 
zeichnet die Anzahl der Ecken sowie die der (n — 2)-dimensionalen Wande. Diese 


Anzahl ist stets um eins gréBer als die Dimensionszahl. Von den ’ Winkeln zwischen 


diesen Wanden kénnen bei einem Orthoschem nur n — 1 von einem rechten Winkel 
verschieden sein. Diese nennen wir die (wesentlichen) Keilwinkel des Orthoschems 
und bezeichnen sie in ganz bestimmter Reihenfolge [2] mit «1, «2, ...,%n-1 (etwa 
0 Sa; = 2). Die Kcken und damit gleichzeitig die ihnen jeweils gegeniiberliegenden 
Wande sind derart von 1 bis n zu numerieren, da «; der Winkel zwischen den beiden 
Wanden j und j + 1 ist. Die n — 1 Keilwinkel charakterisieren das vorgelegte Ortho- 


schem vollsténdig. Demzufolge kénnen wir den Inhalt des Orthoschems S(™ als eine 
Funktion der Keilwinkel S™ (a1, a, ... , %&n—1) auffassen. 


1) Ausarbeitung eines Vortrages, anlaBlich der DMV-Tagung 1959 in Minster gehalten. 
*) Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 
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Bei der Inhaltsbestimmung der S\ haben wir die zwei wesentlich verschiedenen 
Falle der geraden bzw. ungeraden n zu unterscheiden. Fiir ungerade n = 2m + 1 hat 
SCHLAFLI [14] eine bereits fiir Simplexe giiltige Reduktionsformel bei positiver Kriim- 
mung angegeben, die den Inhalt von S@™+1) auf Inhalte von S26 mit # < m zuriick- 
fiihrt. Interpretiert man den Orthoschem-Inhalt in geeigneter Weise ((2], [13]), dann 
gilt diese Reduktionsformel auch bei negativer Kriimmung. Folglich geniigt es fiir 
_ unsere Zwecke, den Fall der geraden n = 2m zu betrachten. 

Zur Integration von S@™) wollen wir ScHiAFLis Differentialformel [14] benutzen, 
die auch bereits fiir Simplexe Giiltigkeit hat. Scu~Arii hat diese Formel wieder nur 
bei positiver Kriimmung behandelt, H. Kneser [7] und auch schon Srorza [16] 
_ haben gezeigt, daB diese Differentialformel — unter den gleichen Bedingungen wie bei 
der ScHLAFLischen Reduktionsformel — auch bei negativer Kriimmung ihre Richtig- 
keit behalt. Sie lautet fiir S@™ (a1, «2, ... , %2m—-1) 


: l 2m-1 
(2.1) aS(2m) — oF S;(2m-2) day , i br, 
j=4 


S;@m—2) bezeichnet den Inhalt eines (2m — 3)-dimensionalen Teil-Orthoschems, das 
sich als Durchschnitt der beiden Wande j und j + 1 ergibt. Es gehért, wie wir sagen 
wollen, zum Winkel «,; (als Scheitel). Fiir die Integration von dS@™) wird man zu- 
nachst geneigt sein, die Keilwinkel yj, (k = 1, 2,...,2m—3) der Koeffizienten 
S;2@m-2) in Abhangigkeit von den Keilwinkeln «1, «2, ... , %2m—1 anzugeben. Dieses ist 
zwar grundsatzlich moglich, ergibt aber so komplizierte Koeffizienten S;(?”-2), daB 
eine explizite Integration auf diesem Wege nicht gelingen wird. Es mu darum nach 
einer neuen Idee gesucht werden. 

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir fiir alle unsere weiteren Unter- 


suchungen annehmen 
(2.2) O<a <> (j=1,...,2m—]); 


denn falls fiir irgendein k (1 < k < 2m — 1) gilt > <a <a, dann laBt sich der 


Inhalt des in Rede stehenden Orthoschems im wesentlichen auf den eines Orthoschems 
mit der Eigenschaft (2.2) reduzieren, naémlich 


(2.3) (2m) (a1, cowy Ky oe » %&2m—1) => 

= (—1)¥- S@m) (aj, ..., 7 — aK, ...,&2m-1) + O*(SC™), 
wobei O* (S@™-2)) Zusatzglieder vom Charakter der Inhaltsfunktionen eines Ortho- 
schems S(™-2) bedeutet. Die Falle «, = 0, = oder a sind von vornherein in unserem 
Zusammenhang trivial. Bei «; = 0 ist der Orthoschem-Inhalt gleichfalls Null, und 
bei x, = 2 reduziert sich, etwa auf Grund von (2.3), der Orthoschem-Inhalt auf In- 
haltsfunktionen niedrigerer Ordnung. Letzteres ist auch fiir «, = + der Fall (vgl. 


[14]). Formel (2.3) 1é8t sich z. B. durch vollstaéndige Induktion nach m beweisen: 
Fiir m = 2 ist (2.3) nach ScuuArut [15] (S. 157) richtig. Fiir die folgenden Schliisse 
sind die Formeln (3.29) von [2] heranzuziehen. 
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3. COXETERS Integrationsmethode fiir den Fall n = 4. Eine ausfithrliche Analyse 


der Methode Coxrtsrs [3] zur Integration von dS wird es uns erméglichen, eine - 


Verallgemeinerung des CoxETERschen Gedankens zu finden. 
Fiir das Differential des Orthoschem-Inhalts S (a1, «2, a3) gilt gemaB der ScHLAF- 
Lischen Differentialformel 


(3.1) dS) = i (a4 day +- az das of a3 daz) . 


aj (j = 1, 2, 8) sind die Tetraederkanten, die jeweils zu den Keilwinkeln oj gehéren 
(vgl. Abb. 13)). Die explizite Angabe des In- 
halts von S(4) kénnen wir jedoch, wie bereits 
gesagt, nicht erreichen, wenn wir in (3.1) die 
Kanten lediglich als Funktionen der Keilwinkel 
a; aufschreiben wiirden. Unseren Bemihungen 
kommt nun die Feststellung W. Matrers [11] zu 
Hilfe, daB die Produkte tg a; cotg a; fiir 7 = 1, 
2,3 mit 


i 3 —% fiir j ungerade. 
(3.2) “= 
a; fiir 7 gerade 


einen fiir das betreffende Orthoschem S@ charakteristischen konstanten Wert an- 
nehmen. Wir wollen fiir 7 = 1, 2,3 


(3.3) tg a; + cotg aj = itg ul) 
mit 
(3.4) 0 < Re(u) < + 


setzen. Dabei soll hier die Gré8e w( wegen ihrer Invarianz bei Anwendung von Per- | 
mutationen auf die Indizes in (3.3) die Invariante des Orthoschems S() genannt — 


werden. Ks folgt aus der Definition (3.3) auch 


(3.3) to? (4) — cos? & — cos? & cos? %& 
8 we sin? % sin? a 

oder 

(3.3b) (cos? u(4) — gin? &:) cos? w(4) 


(cos? w(4) — sin? &) (cos? w(4) — sin? a) 


Jetzt lassen sich sofort die Kanten ay in einfacher Weise als Funktionen von aj und 
wu) angeben. Somit erhalten wir schlieBlich 


3 
3.la 4idS — dS = Somer ey 
(3.1a) dS = dO (0, a, a9) = 9) (— I) log Soa rgtay = ay 


oO ee Bete Atte Aes PONTO .- Sees fl . vee: - 


os 


we Dee me ere 


——— 


Denken wir uns hier in der rechten Seite die Invariante u(4) als vierte unabhangige 


3) In den Abbildungen bezeichnen Winkelsymbole, die mit einem Punkt versehen sind, — 


rechte Winkel. 
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_ Variable, dann sind dort trotzdem noch die Integrabilitéitsbedingungen beziiglich der 
a; erfillt. Folglich kénnen wir jetzt schreiben 


aS) (a1, H2, X3, u()) = 


=~ (3.1 b) 3 nisacs 
; ae: cos(ul4) + a) a 
“ pane 1) og cos (ul) a, Fd + UM (a1, a2, xg, 04) dul) 

mit 

(3.5) dS (a1, a2, a3) = ds (x1, a2, 03, yd) (x1, ao, a3) ) 
- und einer noch naher anzugebenden Funktion 

(3.5 a) ) (4) — oS) 

: auld) * 

_ die der Bedingung 
_ (3.5b) UM (a1, x2, ag, w4) (a1, «2, %3)) = 04) 


_ wegen (3.1a) u. (3.5) geniigen muB. U4) bestimmen wir aus den Integrabilitats- 
bedingungen 


02914) (ocr, 2, %3, w(4)) 284) (ax1, a2, a3, ul4)) au) (a1, #2, a3, w(4)) 


(3.6) Ox, oul) E Bul) Oa “aa ay yh Op (j = 1, 2,3). 
Wir erhalten etwa fiir 7 = 1 
(3.7) ) ae ase) = Fear |[—log Sei = oP Pade ee Belge 
Mw (leat ou(4) cos (w(4) — 1) cos? w(4) — sin? a Oc1 
Daraus folgt ‘ 
(3.8 a) U (a1, a2, a3, wu) = nS os 


oO 
= —log| cos? u(4) — sin? a1 | + fi (ae, «3, wu). 


Fir j = 2 bzw.j = 3 ergibt sich in gleicher Weise | 

(3.8b) U4) = log| cos? u(4) — sin? a2| + fe(a1, a3, uM), 
(3.8¢) U4) = — log | cos? u(4) — sin?3| + f3(a1, «2, w), 
so daB wir schlieBlich schreiben kénnen 


(cos? w(4) — sin? a) - f(w{)) 
4) — 
(3.8 d) BO ea tOk (cos? w(4) — sin? x1) (cos? w(4) — sin? ~3), ° 


Wegen der Forderung (3.5b) und auf Grund von Formel (3.3b) miissen wir 
(3.9) f (wu) = cos? u 
wahlen. Die Einfiihrung der vierten Variablen w(4) kann als ein Einbetten des 


(x1, “2, %3, 2)-Raumes in einen (a1, %, «3, u4),z)-Raum gedeutet werden, wobei 


4) Das Zeichen ,, =“‘ ist hier stets im Sinne von ,,identisch in allen K eilwinkeln «;** zu verstehen. 
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z= Si) (a1, %2, #3) als Schnitt zwischen den beiden Hyperflachen 


z= S$ (a1, x2, a3, w4) und wi) = ul) (a1, x2, %3) 


entsteht. Bei der Bestimmung von Ss beriicksichtigen wir, daB bereits gilt : 
* u(4) 
(3.10) S) = [ UA (a1, a2, wg, t) dt. 
ft) 


Um (3.10) zu beweisen, nehmen wir dort als untere Integrationsgrenze zundchst u{» 
an und differenzieren rechte und linke Seite nach «; (j = 1, 2, 3) und beachten (3.5a): 


Aa u(4) u(4) a i - 
94) ¢ , ul) ra} 02914) AS(4) (a1, x2, ag, t) |e 
(3.11) - ue a wane : ar.) / US dt = pra oo = pena: Z — “ ul) * 
da; des at a; 0a; « 
ul’) u(4) 


Damit (3.11) widerspruchsfrei ist, mu8 uw fiir 7 = 1, 2, 3 die Eigenschaft haben 


as(4) (a1, a2, &3, ut 


? 
5 = (—1)! log 


cos (uf) + &;) 
cos (uf) — aj) 


(3.12) 0. 


Dies ist fiir cos(uf + aj) = cos(u(*)—a;) der Fall, und das hei®t wegen (3.4) — 
u\) = 0, was zu beweisen war. 
Die Integration in (3.10) gelingt jetzt mit Hilfe der transzendenten Funktion 


z 

(3.13) Ag(z) = — flog costdt ([3], [10], [11)). 
0 

Bei dieser Funktion (— a < Im (logeost) < z) kénnen wir uns hier auf den 


Streifen — s < Re(z) = = beschranken, da in unseren Formeln nur solche Argumente 


auftreten werden. A(z) li8t sich im wesentlichen durch den ABeEtschen Dilogarithmus 7 
4 


log (1 —t 
(3.14) Io(t)=— [Ta (0, (6) 
6 
ausdriicken, etwa fiir — zi < Re(z) S + 
; : 
(3.15) A(z) = Fy D2 (—e-%) + zlog2—-5 (2-7) ([3], [11]). 
Somit erhalten wir nun aus (3.10) 
4 ul) 

(4) rites (cos? t — sin? 2) cos? t a 

(3.16) SO (a1, a2, ag, ) [ros (cos? t — sin? %1) (cos? t — sin? &s) dt = 


O ult) 
Sie, cos (t + %1) cos(t — a1) cos(t + &3) cos (t — &) 
i. log cos(t + %2) cos(t — a2) cos? t dt = 


0 
at Ag(u + a1) — Ae (uw + &) + As (ul + a3) + 


| Aa (ul) — a1) — Ao (wl — ae) + Ao(u —Gs) — 2 As(u™). 


Die untere Integrationsgrenze gibt keinen Beitrag in (3.16); denn Ag(z) ist eine un- 
gerade Funktion, und infolgedessen heben sich fiir wu — 0 immer jeweils zwei 
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Summanden A» gegenseitig auf. Fiir den Orthoschem-Inhalt S(4 (a1, %2, %3) ergibt 
sich wegen (3.1a) und (3.5) 


i 3 
(3.17) _- S@ (xz, ae, a3) = ae S(4) (a1, %2, ag, w4) (a7, a2, a3) ). 


. , To ae 
S (az, x2, a3) mit 0 < aj < ist genau dann realisierbar, wenn 


(3.18 a) rtgu% >0O (dh. tg2u4) <0) (ko = +1) 


oder 


(3.18b) 


tgu4 >0 (dh. tg2w@ > 0) 
ep esnc2 Le 


01 Sa, ag Sa 


4, Integration im Falle n = 6. Wir werden nun sehen, daB die einzelnen Schritte 
des vorigen Abschnitts auch bei der Bestimmung von S( (a1, «2, «3, «4, a5) (vgl. Abb.2) 
im wesentlichen dieselben bleiben. 

Auf Grund der ScuuAFuischen Differentialformel kénnen wir schreiben 


: l 5 
(4.1 a) PS) (a1, ere'tens 05) => ry 2s (y91; Vj2> 93) da; 
j= 
oder 
- (4.1b) 16idS® = dS (x1, ...,%5) = 28) (yj15 7725 773) dary « 
e = 


Die Keilwinkel y;,. (j= ¥,....5 5; b= 1, 2,3) 
der Orthoscheme S{*) stellen wir jetzt fiir un- 
sere Zwecke als Funktionen der Keilwinkel «, 
(r =1,... , 5) und der GroBen v\ (k = 1, 2, 3) 
dar. Die v(#) sind jeweils die Invarianten der 
Orthoscheme S (a, «441, %%+2) mit 
COs? a7+1 — Sin? x, sin? ap,+2 
COs? a, COS? H+2 


(vgl. (3.3a)) 


(4.2a) tg2of) = 


oder i 
(sin2 VK — sin? Zeva)(sin® Vk rd 
(4.2b) (sin? v% — sin? «,) (sin? V, — sin? ar+2) ! (vgl. (3.3b)) 
fiir 
~ vp, wennk ungerade 
= Ore he ( I 
. oe 0 < Re 55). 

24) a VK» wenn k gerade = Re(o:) 2 


Bei & <j <k + 2 kénnen wir naémlich y;, als diejenige Tetraederkante von 
SA(az, ce+1, +2) deuten, die zu dem Keilwinkel « gehdrt. Sonst fallt yj, mit 
einem Keilwinkel «, von S® (a1, ... , %5) zusammen (vgl. [2] 8. 47f.). Fir 


Mt oe tone RAN pate ae Meare ra) Ae ey ET eo eee iy Pa, oe ee gf Vee? RE TEL hs Lar ae wat, is 
n ‘ ¥ . - j Fi ; Vike, ee ey Tew Q 
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5 —yjx, wenn k ungerade 


ESD) ie Lad Vik> wenn k gerade 
gilt darum Gi ; ; 
te a+2 Ze fir 37< k, 
(4.4) tevin = 4 (—l)*i-tgvzcotga; fir kSjsk+2, 
| te aK fir j>k+2. 
Die Invarianten der Orthoscheme si) seien us*), Fiir diese stellen wir fest, daB die 
Produkte tg u\® cotg a; fiir j = 1, 5 bei einem vorgelegten Orthoschem $6) einen 


konstanten Wert haben (vgl. [2] S. 42). Wir setzen in Analogie zu (3.3) 

(4.5) tgu‘ cotga, —itgu® mit —><Re(uw) <0 (j=1,...,5) — 

und nennen w(6) die Invariante des Orthoschems S(), Aus (4.5) und der (3.3a) ent- 

sprechenden Formel fiir us) folgt 

(4.6) tg? w(6) - sin? x sin? x3 sin? a5 = 
= cos? a1 cos? x3 cos? ~5 — cos? x1 cos? %4 — cos? & a%2 COS? % a5 + onde a2 COS? %4. 

Nun fiihren wir in (4.1 b) als weitere Variable 


| VW (Ke, e+1, ee+2) uN w(6) (x1, x2, Hg, O4, O15) 
zufolge (4.4) bzw. (4.5) ein (vgl. auch (3.5)): 


z 5 
(4.16) a8 et SM (yj1, yi2s 798) day = 


Diao 
= >'S [yjr(acr, x2, «3, oY), yy2 (aD, «3, 4, 0S), 793 (xa, cca, a5, vf ), wi (ay, u8))] da; . 


Die Integrabilitatsbedingungen beziiglich der «; bleiben hier auch dann noch erfiillt 
wenn wir v4, v), of und u(6 als unabhingige Variable ansehen; denn es gilt 


> 


Aca) ag) 0 fiir 0 << |j—k| <3, 


; y 
a ee imitate nememnasiniatin err a) eee ee Lene 


(4.7) aN 1-4 ite al teat 
Otre oj —])i+k pa Saati SAL m . 
( Lyi log tipi ig z) te as fir3 S|j—k| <4. 
Darum kénnen wir schreiben 

(4.14) dS (41, ..., 05) = dS) (a, ..., 05, 0, v6, oO, wH) = . 
5 a 3 7 
sip SY dor} + VP dol + U@du® = 
mit Koeffizienten V( und U(), die Funktionen von G1, ..., a5, vi! of) , oS, uw) sind : 
* . . * . . 
und fiir die bei Beriicksichtigung der Bindungen (4.2b) und (4.6) a . 
A - ‘ 
(4.8) Vi =0, : 
(4.8) U6) =0. is 


Die Funktionen V() und U(®) bestimmen wir aus den Integrabilitatsbedingungen 
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fiir (4.1 d). Auf analoge Weise hatten wir uns bereits U@) in (3.6)—(3.9) verschafft. 
Hier erhalten wir schlieBlich 


(4.9) Vi) = 4(— 1)# ae l (sin? op++ — sin? of”) fic (v1?, o%?, of, w()) cos (u(S) + of?) 
: a ae Oj 8 cos (ul) — oi)? 


2 (sin? a, — sin? 0) (sin? a,42 — sin? 0) 


wobei die bei der Integration auftretenden zunachst willkiirlichen Funktionen f; 
wegen (4.8a) gemaB (4.2b) als 
(4.10) feo, o>, vo u(6)) = sin20 Sxirebens 
Ss plates eee en k 9 4 
gewahlt werden miissen. Um (4.9) zu verifizieren, differenzieren wir dort partiell nach 
aj. Es ergibt sich ; 
~ Pern oos a (6) 4 3) 
_ [aes SeER sein nivi ite 


k 
4.11 a ae 
EAT) Gj G0? \o . fiir j +k, b+1,b+2. 


: : | 
U6) — = > » (—1)r+5 Le (je u\6) — cos? x) (sin? u(6) — cos? “s)) in 


sin? w(8) (sin? u(6) — 1) 


. 5 
sin? w(6) — cos? x; sin? u(6) — cos? xj 
(4.12) oe (— 1)i+k+1 Lo (saz y (8) Shs cos2 sal an 2d Le | i ea (= 1) =e 
j= ———— 


in2 y4(6) — 
sin“ wu 5} 


3 : | er : i 
sin2 y(6) — MONIC TG sin2 w(6) — ] sin? u4(6) A, i 
ED Ly Ly | sin2 (6) Le (aa (6) — i} 3 


sin? u(6) — cos 0 


Zum Beweise von (4.12) zeigen wir zunachst, daB die Integrabilitatsbedingungen 


* 4 : 
4) gegen! dog % - 
Ce gal ka J (— 1) log (sin? w© sin? aj sin? x + cos? u(6) cos? aj cos? a+) + 
ae 7 
(1StS5) 
j ea, 2 74) 
cos? %; — cos? of 
(4.13) + 2 CEO at cota a 
(1k <3) 


+ (—1)/ log cos? a; + log cos? u(6) 


7 SiN Hj COS Hj 
cos? x; — sin? w(6) ? 


OVE out) 
eae Se Pe L- (aa)* 
(4.13 b) (sin? &,41 — sin? Of”) (sine fag org are é sin 3! 008 3” 
= )(—1)**? log (sin? a, — sin? v{#)) (sin? a&j+2 — sin? vf) cos? ¥%, — sin? w(6) 


 erfiillt sind. SchlieBlich miissen wir noch (4.8 b) nachweisen, d. h. 


U (6) (a1, re, a5; yh) (a1, XH, a3), of) (a2, “3; a4), of) (a3, X4, &5), (6) (a4, eee %5)) =n 
(4.14) SE Bi(ayc Joe) 


hingt von den Variablen «1, ... , %5 gar nicht ab, sondern ist gleich einer Konstanten, 
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die sich hier.obendrein als Null ergibt. Zu diesem Zwecke zeigen wir zunachst, daf die 


i 


aus) : 
partiellen Ableitungen verschwinden: 
aus) aU (8) aU'®) avi) aU(®) dul) 
(loa as cea, ns “av “Oaj du\®) Ou; 4 
(4.15) 8 
as auf” av av QU(6) (sin? (6) Aut) 
~ Gu) dul) a dul®) da; | A(sin? ul) — dul daz * 


Infolge der Bindungen (4.2b) und (4.6) gilt wegen (3.5a u. b) baw. (4.13b) 


asi) avy _ 
Ou =) bzw. Bul6) (6) 


Ue é ‘ 
Zur Berechnung von Tanai differenzieren wir (4.12) summandenweise partiell nach 


(4.16a, b) 


sin? w(6), Die dabei sich ergebenden logarithmenfreien Faktoren eines jeden Summan- 
den zerlegen wir in Partialbriiche der Gestalt 

1 1 1 oS | 
sin? w(6) — cos? a; ’ sin? u(6) — cos?v(’? sin? u(6) — 1?’ sin? u(6) 


(4.17) 


und addieren jeweils die entsprechenden Glieder 


5 


aU (8) = Dara — aa log A; ye log By | log C log D 
18) (sin? uw) sin? u(6) — cos? % pe sin? w(6) — cos? ot 5 sin? u(6) —] ' sin? w(6)" 


A;,..., D sind Funktionen von a, ..., «5, v{?, vS?, vp und u(6), Wegen der (3.3b) 
entsprechenden Gleichungen fiir die Invarianten u\* von S$‘) bzw. fiir die Invarianten 
vw von SM (ax, x41, ee+2) gilt bei Beriicksichtigung von 


wi) = ult) (a1, ..., 05, vf, of, of) (vgl. (4.2b) u. (4.4)) 
(4.19) Ay =) Bp =e Darl 
und somit 
(4.16c) a Oe 0, 


O(sin? wi6)) ~~ 
was insgesamt zur Folge hat 


(4.16) sue 
0x; 


Nun brauchen wir nur noch in (4.12) spezielle Werte fiir die «; einzusetzen, z. B. 
(4.20) Cos? %1 = COs? %3 = cos2?a5 = = » Costas = cos2aq = e ; 
um bei Beachtung der Tatsache, daB jetzt die v( und u( Funktionen dieser a sind, 


(4.8b) zu folgern und um zusammen mit den friiheren Uberlegungen daraus auf die 
Richtigkeit von (4.12) zu schlieBen. 


Jetat iberlegen wir uns noch, welche Bereiche des (a1, ... ,%5)-Raumes einerseits | 
bei positiver und andererseits bei negativer Kriimmung fiir uns in Frage kommen, Im 
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Falle ko = +1 ist ein Orthoschem S$ (x1, ...,«5) mit 0 < aj < > genau fir 


teu® <0 (dh. te2w® 
(4.214) ee Sy oes eer 


cos? a2 < cos?%1cos?a3,  cos2a4 < cos?%3 cos? i 

_ realisierbar. (4.21a) hat zur Folge, daB alle Argumente der Funktionen Ly in Glei- 
_ chung (4.12) reell sind und innerhalb — co he + 1 liegen. 

Im Falle ko = —1 ist S® mit 0 < a; ie y genau bei 

itgu® >0O0 (d.h. tg2w(6) <0), 


COS? & sin? H4 
cos? %3 — cos? % ” 


(4.21b) 


cos? %4 sin? a 


Cos? a a SS 
5 = ‘cos? & a3 — COS? Ke 


cos2a, = 


_ realisierbar (entspricht (3.18 b)). Wenn in einer der letzten beiden Ungleichheiten das 
Gleichheitszeichen gilt, dann liegt ein asymptotisches Orthoschem vor (Kcke 6 bzw. 
_Ecke 1 im Unendlichen) und umgekehrt. Mit (4.21b) treten auch Argumente der 
Funktionen Lz in (4.12) auf, die gréBer als eins sind und die wir gema8 der EuLERschen 
Relation [5] 
m2 


(4.22) Lo(w) + Le (=) = F — ylogte—ialoge (2 > 1) (vgl. auch [9]8. 4£,) 


auf Argumente kleiner als eins reduzieren kénnen. Insgesamt heben sich dann jedoch 
die i imaginaren Beitrage der einzelnen Summanden von U6) wieder auf. 


Auch fiir S() ergibt sich analog wie fiir So, daB zu seiner Bestimmung die In- 
tegration von U©) geniigt, wenn wir als untere Integrationsgrenze Null wahlen: 


u(6) 
(4.23) §@ = f UO(ar,..., a5, 0, , o, t) dt; 
0 


denn partielle Differentiation von (4.23) nach a; gibt 
U 
aS(6) s aU (8) SO asi) 
LO) he = so 
(4.24a) 5 = 0 =/ Zo aa=l Faw fe (= eo 
0 


= Si (ya, yy, vis, ay : 


u(6) 


0 


weil aus u(®) = 0 auf Grund von (4.5) folgt u\ = 0 und somit nach (3.16) 


(4.25 a) 8 (pa, Yi2, 773, 0) = 0. 
In gleicher Weise gilt auch 
a u(8) A 
0S(6) (4) oU (8) yio|e ul) — yi) (oa ese: v2), oi), vo), w(6)) , 


(4.24b) oe = Vie a Os 


da aus (4.9) zusammen mit (4.10) fiir u6) = 0 gleichfalls folgt 


(4.25 b) VO (a1,.-. , 05, vf, oh, of, 0) =0. 
Palle 
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Mit Formel (4.23) haben wir im wesentlichen unser Problem gelést ; denn der gewtinschte 
Orthoschem-Inhalt lit sich zufolge (4.1b) und (4.1d) als 


ose 
1 
(4.26) S$ (a1, .:., 05) =— + se ) =8/ 7 ? Ue) dt 


angeben. Inwieweit sich U‘) noch durch Anwendung der ABeEtschen [1] oder ‘der 
Evterschen [5] Funktionalgleichungen fiir den Dilogarithmus (vgl. auch [9] S. 1 ff.) 
auf Produkte von je zwei Logarithmen reduzieren 14Bt, wollen wir hier nicht weiter 
untersuchen, da dies fiir die Integration von U‘) ohne Belang ist und zumal auch 
unsere Formel (4.12) eine vergleichsweise iibersichtliche Gestalt besitzt. Wir kénnen 


uns aber durch Anwendung der erwahnten Funktionalgleichungen iiberlegen, da wir 


iiber die kritischen Stellen hinwegintegrieren diirfen, in denen Nenner der Argumente 
der Funktionen Le in (4.12) verschwinden. 
Es ist nun abschlieBend noch ein kurzes Studium der Funktion S( am Platze, um 


eine zuerst von DEHN [4] aufgeworfene Frage nach der Art der Funktionen S(® zu — 
beantworten, Wir werden zeigen, daB als neuer Funktionstyp bei S) lediglich die 


Funktion des Trilogarithmus 


(4.27) L3(z) = / ee? 


Moll 


y 
: 
: 
+7 
Z| 
} 
y ; 
- 
- 
‘ 
: 
: 
: 
; 
§ 
i 


a 7 


mit 0< arg (e —1) < 2a als Hauptblatt hinzukommt. Allerdings ist eine explizite . 
Darstellung von S() durch Funktionen L3 recht umstandlich und uniibersichtlich, so — 


da8 wir uns darauf beschrénken wollen, nachzuweisen, daB die Summanden der 
Funktion 32 - S() Stammfunktionen 


See 2 
(4.28) Fy= = Ly ere a) at. 

fp. ((sin? t — b1) (sin? t — be) 3 
(4.28b) FP =| Is ( sin? t(sin? ¢ — 1) )ar 


besitzen, die im wesentlichen durch Summen von Trilogarithmusfunktionen dar- 
gestellt werden kénnen. Zum Beweise substituieren wir zunachst tg t = q 


4.29 Bt ia Se Gh ee 
( a) Fy ae 


Darauf integrieren wir (4.29a) baw. (4.29b) partiell und erhalten nach einer Partial- | 


_bruchzerlegung der nichtlogarithmischen Faktoren Pamnen von 28 bzw. 50 In- 
tegralen der Gestalt 


(4.30) pres = ghate ++ eq) d 


(a, b, ...,g: Konstanten), 


die sich nach Kummer [8] (vgl. auch [9] S. 136 ff.) neben dilogarithmischen Funktio- 


nen auf jeweils héchstens vier L3-Funktionen als Summanden umrechnen lassen. 
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Damit haben wir den Fall 2m = 6 erledigt. Die Behandlung der Falle 2m > 6 wird 
sich voraussichtlich in analoger Weise durchfiihren lassen und soll bald naher mit- 
geteilt werden. 
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Ein Irrfahrten-Problem 
und seine Anwendung auf die Theorie der sequentiellen Versuchs-Plane ~ 


Von Watrer VocEt in Tiibingen 


1. Das Irrfahrten-Problem. Sei (n; &) ein Punkt mit ganzzahligen Koordinaten in 
der Ebene. Die Irrfahrt beginnt im Punkte (0; 0). Fiir & > 0 sei die Wahrscheinlich- 
keit fiir den Ubergang von (n; k) nach (n + 1; & + 1) gleich p und die Wahrschein- — 
lichkeit fiir den Ubergang von (n; k) nach (n + 1; k — 1) gleich 1 — p. In Formeln: 


P((n3k) >(n +1544 1)) =p=1—P((n;k) >(n+13k — 1)). 
Fir —k < 0 sei 
P((n;—k) > (n + 1; —k—1)) =q=1— P((n;—h’) > (n+ 1;—k + 1)). 


Ferner sei 
P((n;0) > (n + 1;1)) =r = (p+ 1—qQ)/2 

und 

P((n;0) > (n +1,—1)) =s=1—r=(¢q +1—p)/2. 
Die Abszisse des Punktes (die ,,Zeit‘‘) zihlt also die Anzahl der Schritte, die Ordinate 
andert sich bei jedem Schritt um -++ 1 oder —1, und zwar in der oberen und der 
unteren Halbebene nach verschiedenen Gesetzen. Damit ist eine Markoff-Kette be- 
schrieben. Fiir p = 1 — q reduziert sie sich auf eine Summe unabhangiger zufalliger 
GroBen. ; 

Uns interessiert hier der Fall p + 1 — q. Die zufallige GrdBe, welche die Ordinate 
des Punktes nach » Schritten darstellt, heiBe U,. Es ist also P(Uy, < 0) die Wahr- 
scheinlichkeit dafiir, da8 der Punkt nach n Schritten unterhalb der n-Achse liegt. Wir | 
wollen als Anfangsbedingung P(Uo = 0) festsetzen. Unser Ziel ist es, den Ausdruck 


Sn =Sn(p34) = d(pw <0) +5 P(U: = 0)) 
asymptotisch auszuwerten. Da ie 
(1.1) Sn(p3q) =n + 1—Sn(q; p) 
ist, so reicht es, den Fall » > q zu betrachten. In Abschnitt 4 beweisen wir: 
Satz 1. Sei 1 > p> 1/2 > q = 0, dann ist 
lim Sy = p(1 + 2s—2q)/2r(2p—1) (1—2q) 


= p(2—p—@)(2p —1) (1 — 29) pg). 
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Satz 2. Sei 1 >p > q> 1/2, dann ist 
lim S_/n = sp(2q—1)/(2pq—sp—rq) 
n—> co S 


= p(l+ p—q) (2¢—1)/(p + q—1) (p+). 
Satz 3. Sei 1/2 > p > q =, 0, dann ist 


iets (1 — 2s —2q) (l—2p)/4(r(1—p) (l1— 2q) + s(1— gq) (I— 2.) 
= (2—p—q) (l—2p)/2((p +g)? —3(p + q) +2). 
Satz 4. Ser 1 =p > q=1/2, dann ist 
lim n-1/2 §,, = 2sp 2/r(2p —1) /x 
| = 2p(3— 2p) /2/(4p?— 1) |/x. 
Satz 5. Ser 1/2=p> Ne 0, dann ist 
lim n-V/2 8, = (1—2s—24q)/r(1—2q) 2a 


~ nm—>oco 
= 12/0 —29 |x. 
In jedem der 5 Satze gibt die erste Zeile das Ergebnis fiir beliebige r und s mit 
r= P((n;0)>(n+1;1)), s= P((n; 0) >(+1;—1)) 


und r + s = 1. In der zweiten Zeile jedes Satzes ist dann r = (p + 1 —q)/2 und 
8s = (q + 1— p)/2 gesetzt worden. Fiir die in Abschnitt 2 erklarte Anwendung auf 
einen sequentiellen Versuchs-Plan brauchen wir nur die jeweils zweiten Formeln der 
Satze. 


2. Ein sequentieller Versuchs-Plan. Wir wollen nun die Anwendung der Satze 1 
bis 5 auf einen sequentiellen Versuchs-Plan (s.V.P.) besprechen. Die Problemstellung 
ist die gleiche wie in [8] und [9]. Wir skizzieren sie hier noch einmal. 

Gegeben sind zwei Moglichkeiten, ein Experiment durchzufiihren. Wir bezeichnen 
sie mit Ex I und Ex II. Ex I werde durch die zufallige GroBe X beschrieben und 
Ex II durch Y. Es sei P(X =1) =p =1— P(X =0) und P(Y=1)=1— 
— P(Y =0)=q. Nun sollen im ganzen n Versuche gemacht werden. Bei jedem 
Versuch ist es frei gestellt, welches der beiden Experimente (Ex I oder Ex IT) durch- 
gefiihrt wird. Man mu®8 sich also bei jedem Schritt fiir eines der Experimente ent- 
scheiden und kann dabei die Erfahrungen der schon gemachten Versuche ausnutzen. 
Ein Plan, welcher angibt, wann man bei Versuch Nr. & Ex I und wann man Ex II 
durchfiihren soll, und welcher sich dabei auf die Auskommen der vorhergehenden 
Versuche stiitzt, heiBt ein s.V.P. oder eine Strategie. Die Strategie, welche uns im 
folgenden beschiaftigt, hat das Ziel, méglichst oft eine ,,1“ zu erhalten. Um die Strategie 
bequem beschreiben zu kénnen, fiihren wir die zufallige Grobe Z;, ein. Es sei Z, = 1, 
wenn bei Versuch Nr. k das Experiment Ex I durchgefiihrt wurde und eine | ergeben 
hat, oder wenn das Experiment Ex II durchgefiihrt wurde und eine 0 ergeben hat. 
Es s¢i Z;, = — 1, wenn bei Versuch Nr. & das Experiment Ex I durchgefiihrt wurde 
und eine 0 ergeben hat oder wenn das Experiment Ex II durchgefiihrt wurde und 
eine 1 ergeben hat. AuBerdem sei Zp = 0. Dann lautet die Strategie: 
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k A 
Wenn >’ Z; > 0, so benutze man fiir den (& + 1)ten Versuch Ex I. 
ay | 
Wenn >’ Z; < 0, so benutze man fiir den (k + 1)ten Versuch Ex IT. 
ne 


Wenn > Z; = 0, so benutze man beim (k + 1)ten Versuch Ex I mit der Wahr- 


scheinlichkeit 1/2. 

In Worten lautet die erste Zeile dieser Vorschrift: Benutze Ex I, wenn bisher die 
Anzahl der Erfolge mit Ex I plus die Anzahl der Versager mit Ex IT gro8er war als 
die Anzahl der Versager mit Ex I plus die Anzahl der Erfolge mit Ex IT. Entspre- 
chend kann man die beiden anderen Zeilen formulieren. 

Dieser s.V.P. ist das beste, was man tun kann, wenn folgende Bedioecieen erfillt 
sind: 

a) a priori sind die beiden Falle p > q und q > p eeich wahrscheinlich. 

b) Es ist bekannt, daB p = 1 — q ist. 

Den Beweis dafiir findet man in [1]. 

Wir wollen den s.V.P. auch dann benutzen, wenn a) oder b) nicht erfiillt sind. 


7 
; 


Se Bi ge ary te BRO 


Den Wert des s.V.P. beurteilen wir auf Grund der Risiko-Funktion R,(p, q) (fiir — 


die Definition von R siehe Abschnitt 5), welche auch in [8] und [9] benutzt wurde. 
_ Wir werden zeigen: 


Satz 6. Sei o = max(p, q) und t = min(p, qg), dann ist 
Rn(p; q) = (o — Tt) Sn-1 (0; T). 
Die Satze 1 bis 5 beschreiben also das asymptotische Verhalten von Ry. Es ist 
wohl unndtig, die diesen Satzen entsprechenden Satze iiber Ry eigens aufzuschreiben. 


Wir schreiben nur einen speziellen Fall an, némlich den Fall, da8 b) erfiillt ist. Man 
erhalt dann leicht: 


Fir p = 1—q gilt Rn(p; q) > 1/2|p—q|. 
3. Ein Hilfssatz. In diesem Abschnitt beweisen wir einen Hilfesate welchor dann 
in Abschnitt 4 angewandt wird. 


Sei z = 2(f) diejenige eindeutig bestimmte analytische Funktion, welche der Be- 
dingung 


(3.1) ‘2(l—z)@1—¢ und 2(0)=0 

genugt. Dann gilt in einer geniigend kleinen Umgebung der Null 

(3.2) » ee i tm — (1 —az)-1(1—z)-K. 
n=0 


Der Satz findet sich schon in [7] Aufgabe 216, s. 126. Er wurde ferner in [3] be- 
wiesen. Wir bringen hier einen von [7] und [3] abweichenden Beweis fiir penebiece 
(komplexes) a und beliebiges (komplexes) &. 


Durch die Definition (3.1) ist (1 — az)-1 (1 —z)-* in einer Umgebung der Null 
eine analytische Funktion von ¢. Also ist 


(1 —az)-1 (1 —2)- t= Dont 


> a 
= 


in? 
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ue . bn vale fa — az)-1 (1 —z)-Ft-@™+) dt. 


Ra 2ees 
Das Integral ist iiber einen kleinen Kreis um den Nullpunkt zu erstrecken. Wir 
transformieren nun das Integral durch t = z(1 — z)¢-1, dt = (1 — az) (1 — z)4-2 dz. 
Dabei geht der Kreis in der ¢-Ebene in einen einfach geschlossenen Weg in der z-Ebene 
tiber. Man erhalt so 
1 
b, = gor de) g-(M+1) dz 
mit 
f(z) = (1 —2)n-an-1-k — > Cm2™. 
m=0 


iON 
n 


Offenbar ist b, = cy. Da 
Cm = (—1)™ ( 


ist, so folgt 


is CO lar et pong 


n n 
Hierbei wurde die Beziehung 
—1)"(%) Bs E Ly — ‘ 
n n 
benutzt. Damit ist die Formel (3.2) bewiesen. > 


Wir werden den Satz in folgenden zwei Formen benutzen. 
Sei x = x(t?) in einer Umgebung der Null definiert durch 


(3.3) : x(l—2)= p(l—p)# und 2(0)=0. 
Dann gilt: 
Ss an + k Se \t f2n = (le — 25)-1hi( 1 —=2)5*% 
(3.4) DPF) psa —pyrer = 1 — 22) a). 
Sei y = y(2) in einer Umgebung der Null definiert durch 

(3.5) y(l—y) =q(1—q)® und y(0)=0. 
Dann gilt: 

(3.6) ¥(72 FP gna —gare = 29), 
i n=0 


Wir wollen noch zeigen, da die Potenzreihen (3.4) und (3.6) fiir | ¢| < 1 konver- 
gieren. Wie man leicht sieht, gilt 
(’ n+k 


* my 4M (7 n)-V/2- Qk, 


Wegen p(1 — p) < 1/4 kommt dann nach der Cauchy-Hadamardschen Formel fiir 
den Konvergenzradius (siehe [6] s. 87) 


1/2n eae 
ra timsup("") jel =p) == 2|/p(l—p) S1. 
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4. Beweis der Sitze 1 bis 5. Wir betrachten Punkte (n; k) mit ganzzahligen Koordi- 
naten und n > 0. Als Weg bezeichnen wir eine Punktfolge (0; 0), (1; £1), (2; ka) ,.35. 
(n; kn), wobei kyi1 = kj + 1 oder = kj — 1 ist. Sei ay, die Anzahl der Wege bis zum 
Punkte (2n; 0), fiir welche kj > 0 ist (1 <i <2n—1). Dann gilt 


~ 2(n—i)\  (2n es 
Sa(CcA)-E) wen 
Fiir die erzeugende Funktion (e.F.) 
n=1 


folgt dann, wenn man noch 


oy (7) i = (1—22)1 


beriicksichtigt, die Beziehung 
2(1—22z)-1 U(é) = (1—2z)-1—1 oder A(t) =z. 
Wegen der Bedeutung von z und der spater auftretenden GroBen x und y vergleiche 
man Abschnitt 3. : 
Die Wahrscheinlichkeit fiir solch einen Weg ist rp”-!(1— p)”, denn der erste — 
Schritt hat die Wahrscheinlichkeit 7, es folgen noch 2 — 1 Schritte, m — 1 mit der 
Wahrscheinlichkeit p und n mit der Wahrscheinlichkeit 1—p. Damit wird die | 


Wahrscheinlichkeit, zum Punkte (2”; 0) zu gelangen, wenn man nur solche Wege 
benutzt, 


ty, = An (p(L—p))". 
Man erhalt so fiir die e.F. 
A= Yagen 
den Ausdruck ity 
A’ (t) = 5 U(p(l—p) 2) = rz[p. 


Auf die gleiche Weise erhalt man dis e. F. fiir die Wahrscheinlichkeiten Os zum 


Punkte (27; 0) zu gelangen, und dabei nur Wege in der unteren Halbebene zu be- | 
nutzen. Man findet: 


A'(t) = > at" = sylq. 
: n=1 


Die e.F. fiir die Wahrscheinlichkeit, zum ersten Mal im Punkte (2; 0) wieder auf 
die n-Achse zu treffen, ist also ra/p + sy/g. Sei By die Wahrscheinlichkeit zum Punkte 
(2n; 0) zu gelangen (aber nicht notwendig zum ersten Mal dort wieder auf die n-Achse 
zu treffen). Dann ist (vgl. [2] s. 243, Theorem 1) 


Bit) = 2, Pat = (L—ra/p—sy/q), Bo=1. 
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_ Wir betrachten nun Wege in der unteren Halbebene bis zum Punkte (2n; — 2k) 
mit k > 0, welche die n-Achse nicht treffen. Ihre Anzahl, cy (k), geniigt der Bedingung 


n—k 5 
2, (*) Cnt (k) = (, en (n =k). 


4 


~ erhalt man dann : 
(1 — 22)1€;(t) = > ( Ae in = pk)" & = | im = tk (1 —22z)-1(1 —z)-2k, 
n=k \ — k n=0 n 
also 
Gy (t) = (1 —2z)-2*, 


_ Die Wahrscheinlichkeit y,(k) auf solchen Wegen zum Punkte (2n;—2k) zu ge- 

langen, findet man so: der erste Schritt hat die Wahrscheinlichkeit s, n + &—1 
Schritte haben die Wahrscheinlichkeit g und _n — k Schritte haben die Wahrschein- 
lichkeit. 1 — q. Es ist also 


Yn (k) = ¢n(k) squt*-1 (1 — g)?-* = iS: 


= (<5) en(t) @—ay" 


und 


. s(_4q_\k 8 (4 \k G@d—geye _ 
Cul) = Byte = 5 (rEg) Goel —9) = 5 (745) Spe = 
= (8/9) (ay/(1 —q) (lL—y))*. 
Hierbei wurde Formel (3.5) zur Elimination von ¢ benutzt. 
In entsprechender Weise findet man die e. F. der Wahrscheinlichkeit y, (k) zum 
Punkte (2n + 1; -——2k—1) zu gelangen und dabei ganz in der unteren Halbebene 
zu bleiben. Man erhalt: 


Op (t) = Yn (k) n+ — (st/(1 —y)) (qy/(1—q) (l—y))*. 


Wir kénnen nun die e.F. fiir die Wahrscheinlichkeiten n(k) angeben, auf beliebigen 
Wegen zum Punkte (2n;—2k) zu gelangen. Bezeichnet man diese e.F, mit P;(t), 
so gilt 


P;(t) = 2, Pn (k) 2” = OC; (t): Bt). 


Sei Q;(t) die e.F. fiir die Wahrscheinlichkeiten q,(k) auf beliebigen Wegen zum 
Punkte (2 + 1; —2k—1) zu gelangen. Dann ist 


Qult) —S' dn (b) BM = OL (t)- BY. 
n=k 


Im Abschnitt 1 war die zufallige GroBe U, definiert worden. Offenbar ist 


fae ee ete) OO” OLR a RO ee Ls Ce ee gee oe te eee 
: X ‘ . 5" VS Sa a aes Oe 


id ae 
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Bn = P(U2an = 9), 
Pn (k) = P(Usn = — 2k), | 
Qn(k) = Peni a 2 ) 


Sei nun 


Man findet dann Soe 
(4.1) > Or = B(t)-sy(l—q—y)". 4s 


Die Summation der Ausdriicke (qy/(1 — q) (1 — y))* nach einer ponnetniachee Reihe 
‘ist aus folgendem Grunde erlaubt. Wegen (0) = 0 gibt es eine Umgebung U der 
Null, so daB aus t€ WU die Ungleichung |y| < 1—q folgt. Dann ist . 


[lL—y| 21—l|y|>q und gy/(1—g(1—y)| <1. 
Die Summe x (qy/(1 — q) (1 — y))* konvergiert daher gleichmibig fiir ¢ te u gegen 


qy/(1 digg. Nach dem WeierstraBschen Doppelreihensatz (siehe [6] s. 85). ist 
- dann P(t) fiir t€ Ul eine analytische Funktion und gleich der Potenzreihe 


dre Uen <0) 02”. 


Diese Reihe konvergiert hee wegen | P(Uzn < 0)| <1 wenigstens so gut wie die — 
geometrische Reihe. Die Gleichung (4. 1) gilt daher fiir |t| <1. 
Entsprechend kommt ; 


Q(t) = py P(Uans1 <0) 20+1 = Bit) > D,(t); 


Ee do sthiceeiasiimatiteaidiinal 


K=0 
QW) = BW st —q) (I—q—yy. 
Wir kénnen die e.F. fiir die Ausdriicke 
. 1 
Sn => (P(Ur <0) + 5 P(r =0)) 
i=0 
angeben (es war P(Uo = a = : gesetzt worden). 
Sei R(t) = P(t) + Q(t) + B(t)/2. Man tiberzeugt sich leicht, daB 4 
Rit} er) nica se a . 
n=0 


ist, wobei S(t) = 2 S,t” gesetzt wurde. 4 


Um das Weshaltae von S,, fiir n> co angeben zu kénnen, machen wir folgende | 
Fallunterscheidungen: 


(i) l2p>l2>q20, 
(ii) l=>p>q>1/2, 


ae ra = - The ‘ Sex TAS ey ws “ 1 y * ma LE eer 
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(ili) | I2>p>q20, 

(iv) — l2p>q=1/2, 

(v) 2p 7 = 02 


_ Fir p = q ist Sx, = (n + 1)/2 und fiir p < ¢ kommt man nach (1.1) auf den Fall 
p > q zurick. Es wird sich zeigen: Bei (i) existiert lim R(t) = S,, (fiir ¢ > 1 — 0), 
bei (ii) und (iii) existiert lim (1 — #) R(t) (fiir ¢ + 1— 0), bei (iv) und (v) existiert 
lim (1 — #)1/2 R(é) (fir <> 1—0). 

Nun 1a8t sich der folgende Taubersche Satz aus [4] anwenden (siehe auch [5], wo 
der Satz in allgemeinerer Form bewiesen wird). 


Satz. Sez a(x) monoton wachsend und 
H(y) = [e-ty da(x). 
0 


Aus H(y) + y~™ (fiir y > + 0) folgt dann a(x) + x?/['(1 + y) (fiir wc). 
Man erhalt (fiir n — oo) 
ber G): lim, S,, =S,3 
_ bei (ii) und (iii): Sy ~ n lim (1 —#) R(é), 
bei (iv) und (v): Sy & 2(n/z)1/2 lim (1 —?#)1/2 R(t). 
Wir behandeln nun die Falle im einzelnen. Aus ¢ > 1 — 0 folgt, wegen (3.3) und 
(3.5), daB 2 — min (p, (l— p)), y > min (g, (l—q)) gilt. 
Zu (i): Aus t+ 1—0 folgt x +1—p und y->q. Damit erhalt man 
B(1) = p/r(2p—1), 
P(1) = B(1) sq{1—2q), 
Q(1) = BQ) s(1—@ (1 — 24). 
Setzt man alles ein, so folgt 
(4.2) R(1) = p(l + 2s—29)/2r(2p—1) (L—29) 
= p(2—p—i(l+p—g 2¢—NYU— 29), 
wobei im letzten Ausdruck die Werte fiir r und s aus Abschnitt 1 eingesetzt worden 
sind. Gleichung (4.2) beweist Satz 1. 
Wir geben noch einige Sonderfialle an: 
fir p =1—gq ist R(1)=1/2(2p—1)2, 
fir p=1 wird R(1) =(1—p)/(1—29) 2—9), 
fir g=0 wird R(1) =p(2—p)/2p—1) (1 +p). | 
Zu (ii): Fir t > 1 — 0 hat man jetzt «> 1— pundy > 1 — q. Damit wird B(1) = 
= pq|(2pq—sp —rq). Bevor wir die weiteren Terme untersuchen, losen wir y(1—y) = 
=q(1—gq)@2 nach y auf; dabei setzen wir 1—t= Tt und entwickeln in eine Potenzreihe 


nach Tt. ae he 
ie 
y= ——4q(1—9) 92 = (1 @g—) (1 GPE) 2 = 


ee [ee 
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Daher folgt 
(1—t)/(l— q—y) > (2¢g—1)/2g(1—q) fiir t>1(t>0). 


Somit hat man, fiir peat 


(1—t) P(t) = B(t) sy(1—1#)/(lL—q—y) > B(1) s(2qg—))/2¢ 


und 


(1—t#) Q(t) = B(t) st(1—q) (1—#)/(l—g—y) > B(1) +s: 2qg—))/2¢. 


Setzt man alles ein, so erhalt man 
(4.3) (l—t) R(t) >s(2qg—1) p/(p + 9) (p+ ea—N=A. 
Dies beweist Satz 2. 
Fir p=1 folgt A = (2¢g—1)/(1+q). 
Zu (iii): Fiir t— 1—0O hat man nun «> p und y —q. Daher gilt 
sy/(l—q—y) > sq/(l1— 29), 
s(1—q)/(l—q—y) >s(1— 9)/(l— 29). 


Im folgenden gehen wir ahnlich wie unter (ii) vor und entwickeln 2 und y in Potenz- 


reihen nach t = 1 —t¢. Man erhalt so 


2p(1— , 
TSP, ae tte ’ 
2p(1 — q) 
er aa 1—2q =fe > 
also 
1— 1— 
1—ra/p — sy/ =2(EoP + Pee). 
Damit wird 


lim (1 — t) B(t) = (1 — 2p) (1—2q) / 2(r(1 —p) (1— 2g) + s(1—gq) (1—2p)) 


t—1 


und es folgt 


(4.4) lim (1—t) R(t) = (2—p—q) (lL—2p)/2(2 + (p + 4)? 3p—3q) =B 


t>1-—0 


Fir q=0 wird B= (1—2p)/2(1 —p). (4.4) beweist Satz 3. 


Zu (iv): Fiir ¢-> 1 — 0 hat man x > 1 —p und y + 1/2. Daher kommt: B(1) = 


= plr(2p—1). 
Die Gleichung (3.5) heiBt jetzt y(1 —y) = t?/4, also 


y= (L——#)4)/2 = I-12 + mya, 
Wir setzen ¢ = 1 — 72 (t > 0) und erhalten 
I—q—y=5—ya rll + vee. 
Somit folgt 
(1 —£)¥?/(1 —q—y) = 2/(1 + V2 > y2. 
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Jetzt erhalt man sofort 
(1—#)1/2 P(t) > B(1) s/|/2 = sp/r(2p —1) /2, 


(1 —#)1/2 Q(t) > sp/r(2p —1) 2; 
also ist 


(4.5) lim (1 — 8)? R(t) = p(3—2p) ) V2/(4p2—1). 


t—1—0 


Die Gleichung (4.5) beweist Satz 4. 
Zu (v): Fiir ¢—> 1 —0 ist nun x > 1/2 und y -+q. Daher kommt 


sy/(lL—q—y) + sq/(l1— 29), 
st(l—g)/(lL—q—y) >s(1—qg)/(1— 24). 
Wir setzen nun 1 —é = 12 (rt > 0) und erhalten (wie unter (iv) und (iii)) 


a = (1—r(L-+ t)¥?)/2, 


~ Dann wird 
1—r2z/p—sy/g=r(l+t)i2r igs 2 tT — 
und man erhalt 
lim (1—#)¥?2 B(t) = 1/r |/2. 
Ks folgt daraus Re 
(4.6) lim (1 —1)/2 R(t) = (8 —2q)/4r(1—2q) /2 =1/(1—2q) 2. 


7120 
Damit ist Satz 5 bewiesen. 


5. Anwendung auf den sequentiellen Versuchs-Plan. Wir definieren zunachst die 
Risiko-Funktion fiir den s.V.P., wie er in Abschnitt 2 erklart wurde. Die zufallige 
GréBe 6; sei wie folgt definiert: 6; = 1, wenn man sich bei Versuch Nr. « fiir Ex I 
entscheidet; 6; = 0, wenn man sich bei Versuch Nr. 7 fiir Ex II entscheidet. Dann 
ist 

Vi; =6,X + (1 — 0) 
_diejenige zufallige GroBe, welche den Versuch Nr. 7 beschreibt. Dabei sollen X und Y 
unabhangig von 6; sein, aber natiirlich darf 6; von den 6; und den Vz mit k <i 
abhaingen. Der Erwartungswert fiir das Auskommen beim 7-ten Versuch ist also 


E(Vi) = pE((;) + q(1— #(4:)). 


Wir wahlen nun 
R(p, q) =n: max (p, q) — SE Vi) 


als Risiko-Funktion und wir wollen die Giite einer Strategie nach ihrem Risiko be- 
urteilen. 


ae ANE So enantio a a a 
Sys "es SRY Daath cee ta A Ky san ae de 
+ . i) eu > ‘ tall 4, At 
t ; wit S ‘AE Qe Dah” Tate ae 
"” i ae Die! . 
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Sei o = max(p, q) und t = min(p, q). In R(.;.) und in #(;|.; .) bezeichne die 
erste Stelle stets den Parameter von Ex I und die zweite Stelle den Parameter von ~ 
Ex IT. Dann ist ; 


R(o; t) = (¢—7) 2, (LB (6; t)), 


R(t; 6) = (6 —T) >) B(0\3 0). 


_ Fir die in Abschnitt 2 erklarte Strategie ist nun 0; = 1, wenn Ze > 0 ist und 
=: i-1 k=0 


-es ist 6; = 1 mit Wahrscheinlichkeit 1/2, wenn Ze =<. 0 ast: Entsprechendes gilt 
n k=0 


sii igh on PU nck pA alka 


fiir 6; = 0. Setzt man > Ze = Un, so durchliuft Up gerade den Zufallsweg, der in| 
k=0 7 


anf 


den Abschnitten 1 und 3 beschrieben wurde. Es ist also 


B(6;) = P(Ura> 0) + + P(Uia =0) 


und 
mak, 


Y a—2(6)) = S(PWr <0) +5 P(r =0) = Spa. 


Damit erhalten wir fiir die Risiko-Funktion 
R(o; t) = (6 —T) Sn-1 (0; T) 
bzw. 

R(t; 0) = (o — 7) (n— Sy-1(T; 6)). 
Wegen (1.1) Sn-1(p; q) + Sn1(q; p) = » ist R(o; t) = R(t; a). Dies beweist den 
Satz 6, némlich 

R(p; q) = (¢ —7) Sn-1(63 7). 


Kpew! te Litho nce payed castlbeints ts iam wn eet ng, Mn Sd A ear D2 We Aes 
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In Kiirze erscheint: 


LINDER 


Statistische Methoden 
fir Naturwissenschafter, Mediziner 
und Ingenieure 


Von Prof. Dr. Artuur Linper, Professor an der Universitat Genf und an der Eidgendssi- 
schen Technischen Hochschule in Ziirich. Ca. 480 Seiten mit 58 Figuren und 73 Bei- 
spielen. Preis gebunden ca. Fr./DM 60.—. 


Dritte, umgearbeitete und stark erweiterte Auflage (1960) 


Mathematische Reihe, Band 3. Sammlung ,,Lehrbiicher und Monographien aus dem 
Gebiet der exakten Wissenschaften“. 


Angesichts der unvermindert anhaltenden Nachfrage hat sich der Verfasser entschlos- 


_ sen, seine bekannte Einfiihrung in die Methoden der mathematischen Statistik stark zu 


erweitern. Dabei wurde gleichzeitig der den Anwendungen gewidmete Teil vollig um- 

gearbeitet. Neu aufgenommen wurden unter anderem: Verschiedene Anwendungen von 

Chiquadrat, die Streuungszerlegung bei ungleichen Klassenhaufigkeiten, die Bestim- 

mung von Streuungskomponenten, die nichtlineare Regression, die ,,analysis of cova- 

riance“, das Schatzen von Parametern und einige Transformationen von Prozentzahlen 
(Arce sin, Probit, Logit, Loglog). 


Vom gleichen Autor erschien in unserem Verlag: 


Planen und Auswerten von Versuchen 


Eine Einfiihrung fiir Naturwissenschafter, Mediziner und Ingenieure. 182 Seiten mit 

9 Figuren. Ganzleinen Fr./DM 21.—. Zweite Auflage 1959. (Reihe der experimentellen 

Biologie, Band 13) — Sammlung ,,Lehrbiicher und Monographien aus dem Gebiete der 
exakten Wissenschaften“. 


Diese Einfiihrung richtet sich an Naturwissenschafter, Mediziner und Ingenieure; sie 
setzt keine Kenntnisse in mathematischer Statistik voraus. Der Leser wird angeleitet, 
Versuche richtig zu planen und einwandfrei auszuwerten. Die griindlich durchgearbei- 
teten Anwendungsbeispiele aus der biologischen, medizinischen, industriellen und 
landwirtschaftlichen Forschung bilden einen wichtigen Bestandteil des Buches. Mit 
besonderer Sorgfalt wurden die grundlegenden Gedankenginge herausgearbeitet. Weg- 
leitend fiir die Auswahl und Anordnung des Stoffes waren die Erfahrungen, welche der 
Verfasser aus Vorlesungen schépfte, die er seit 1938 an der Universitat Bern, an der 
Eidg. Technischen Hochschule in Ziirich und an der Universitat Genf hielt. 


Zu beziehen diinch Ihre Buchhandlung — Obtainable from your bookseller — 
Commandes 4 votre libraire 
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Neuerscheinung: LE ROY 
Statistische Methoden 
der Populationsgenetik 


Ein GrundriS fiir Genetiker, Agronomen und Biomathematiker 


Von Prof. Dr. Henry Lovis Le Roy, auBerordentlicher Professor fiir Biometrik und 
Populationsgenetik an der Eidgendssischen Technischen Hochschule, Ziirich. 391 Seiten 
mit 65 Figuren. Preis gebunden Fr./DM 67.50. Reihe der experimentellen Biologie, 
Band 15. Sammlung ,,Lehrbiicher und Monographien aus dem Gebiete der exakten 


Wissenschaften“. 


Aus dem Inhalt: Die Merkmalspragung — Die Gen- und Umwelteffekte als Korrela- . 


tionsfaktoren — Die Varianzanalyse als Grundlage fiir die Schatzung der Gen- und 
Umweltwirkung — Die kiinstliche Selektion — Literaturverzeichnis (mehrere hundert 
Literaturangaben tiber theoretische und praktische Studien). 


Uber die rein technische Anleitung hinaus, wie statistische Methoden auf genetische 
Untersuchungen anzuwenden sind, werden die genetischen Hypothesen aufgezeigt, 
welche von Fall zu Fall in die verschiedenen statistischen Methoden eingebaut sind. 


Zu beziehen durch Ihre Buchhandlung — Obtainable from your bookseller — 
Commandes 4 votre libraire 
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